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1. 


Discussion de la forme generale des ondes lumineuses® 
(Par Mr. Plücker, prof. ord. a Bonn.) 





Dans ce premier m&moire sur la theorie des ondes lumineuses, je 
me propose de traiter, sous le seul rapport g@eom£trique, la forme la plus 
generale que prend, d’apres Villustre Zresnel, une telle onde dans l’inte- 
rieur des erystaux, doues de la double refraction. Il n’est nullement mon 
but de m’occuper ici du detail des questions d’optique, j’emprunterai seule- 
ment son langage. Avant d’entrer en matiere je developperai quelques 
formules d’un usage gen@ral et qui par suite nous serviront, soit pour 
trouver T’&quation de l’onde, soit pour la discuter. 

2. Une surface elant coupee par un plan donne, determiner ana- 
Iytiquement la courbe d’intersechon dans son propre plan. — Soit, dans 
la supposition de coordonnces rectangulaires, 

F(a,y,2)=0 

l’&quation de la surface proposde; designons par ®, l’angle que fait le plan 
coupant avec le plan des zy et par «, langle que l’intersection des deux 
plans fait avec l’axe des x. Le plan coupant, passant d’ailleurs par l’ori- 
gine des coordonnees, sera alors complötement determine par les deux 
angles ® et a. Nous nous proposerons de trouver l’@quation de la courbe 
d’interseciion dans le plan möme de cette courbe, en choisissant, pour 
axes des coordonnees (v et w), deux lignes droites de ce plan, rectangu« 
laires &tre elles et dont l’une (l’axe des v) coincide avec lintersection dans 
le plan des zy. 

Pour y parvenir, faisons d’abord tourner, dans leur plan, les axes 
des y et des z jusqu’a ce que lun deux se confonde avec l’axe des », 
l’autre lui etant perpendiculaire. Nous aurons alors, en distinguant les 
coordonnees nouvelles par des accents, 

cz = x’ cosa— y'sind, y= esma-+4 y’cosa, sm, 

Le plan coupant est Eetpendinuinien au plan des y’z’ parcequ‘il passe 
par laxe des x’. Lintersection des deux plans sera donc l’axe des ww, 


tandis que Faxe de v se confond avec laxe des x’. De lü resultent pour 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 1, 1 
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un point quelconque du plan coupant les relations suivantes: 
ec =v, y’ = w.cos®, z’' = wsin®; 
et en combinant ces @quations avec les @quations pr&cddentes nous obtenons: 
1. =vcoss—wsingcosd, y=vsina--wcosseosd, zZ=wsin®. 
Enfin, pour avoir l’&quation cherch@de de la courbe d’intersection, nous 
n’avons qu’a substituer ces valeurs dans l’@quation de la surface proposce, 
Si nous röpresentons le plan coupant par P&quation suivante: 
Ax-+ Dy m Üz=0 
il est, d’apres les formules connues: 

















w 2 B: 
sin?da = _ ie ae DL 
€ ,? . A? R? 
co3? D — > 5) 2 sın ? ® = 2 9 17 5 
2+B?:7C: 2+BR1C 
d’ou nous tirons encore 
. . A? N RB? 
sin?«asin®dD = — —— cos?& sın?® = | ö 
"@ TFETBLO? dr ug wer, 


3. Singularites des surface. Tout ce que je trouve dans les 
Traitcs sur les points singuliers des surfaces courbes, me parait tres peu 
satislaisant. Pour ne pas perdre de vue mon but speeial, je dois ätre 
court dans ce qu’on va lire, en r@servant pour une autre occasion l’ex- 
position d’une th£orie generale, 

D’abord il ne faut pas confondre deux sortes de singularitds; les 
unes se rapportent ü des points, ou la surface est touchde par un nombre 
infini de plans et les autres ä des plans qui fouchent la surface en un 
nombre infini de points. Les plans tangents dans un point singulier en- 
veloppent en general un cöne du deuxieme degre, qui se r@duit a un seul 
point, si les plans tangents deviennent imaginaires. Alors le point singu- 
lier est un point isol@ et conjugud a la surface. Dans le cas intermediaire, 
ou le cöne se reduit a une ligne droite, le point singulier constitue en ge- 
neral une pointe de la surface. D’un autre cot@ les points dans lesquels 
une surface est touchde par un plan singulier, forment en ge@ndral une 
section conique. Si cette conique devient imaginaire, le plan tangent est 
un plan isol& et conjugue ä la surface. Avant de disparaitre, la conique 
se r&eduit ä un point, ce qui indique une inflexion de la surface en ce point. 

4. Occupons nous d’abord des points singuliers. Pour que la sur« 


face, dont l’&quation est 
2. V Im F(z, Y> 2) = 0) 
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ait un tel point, il faut que les coordonndes de ce point satisfassent, outre 
A Pequation proposde, encore aux trois &quations suivantes: 


AV dF/ dY 
Zu un TE 


Dans ce cas les co@fficients de l’Cquation du plan tangent se pr&sentent 
sous la forme indöterminde $. 
Soit 
2. Ac+Dy+Cz:-D=0 

l’&quation d’un plan quelconque, passant par ce point; ce plan coupera la 
surface proposde suivant une courbe qui a un point singulier, coincidant avec 
le point singulier de la surface, En general on peut donner a volonte ü 
ce plan une position telle, que ce point devienne, par rapport ä la courbe 
d’intersection, ou un point double proprement dit, avec deux tangentes 
rcelles, ou un point conjugue. Dans le cas intermediaire le point singu- 
lier devient un point de rebroussement de la courbe, et en m&me temps 
le plan coupant devient un des plans Zangents de la surface en ce point, 
En &liminant x entre les @quations (1.) et (2.) on obtient pour la projection 
de la courbe d’intersection sur le plan des xy, l’@quation suivante: 


3. F|z, (— “tar T2] -  U=0 





et comme on ne fait pas perdre ü une courbe son point de rebroussement 
en la projettant d’une maniere quelconque, il suffit, que le point double 
de la courbe, representee par la derniere @quation, soit un point de re- 
broussement, pour que le plan (2.) touche la surface proposde. Jai fait 
voir dans mon Systeme de Geometrie analylique’“) que, dans le cas d’un 
point de rebroussement de la courbe (3.), lon a l’e@quation suivante: 


d’U ) U,’ 
4. ( dyl dar’ day: I. 








ou il faut rapporter les co@fficients differentiels partielles ü ce point, dont 
les coordonndes x et y sontles mömes, que les coordonndes analogues du 
point singulier de la surface proposce. En remarquant qu’on a 


au _aVv av da dU_dVv dv 


a hr a EEE er he et 











*) System der analytischen Geometrie, 1835. Troisieme section 8. 6. 
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U a7 daVy dA a? A? 
da? dar nt dz? GC? ? 
aU_ar_,arB,avm 

dy: " dy? Tdydz € dz? 6°? 
U 47 de” B dV 4 d?V AB 
dzdy daxdy daxdz TrTumeeh dz? : >? 


Pequation (4.) se transformera dans la suivante; 


.. ES ie 


















































dx dy dy dxedz z 
ı UV d?V/ d’F a 127 2 12 ıy 
+14) )— 22. 1]4—2l; FR. 0 rd |BC 
Fe dz dy?* z* dxzdy dadz dydz dx?! 
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er ar er —| Y Ba d’V’ A ia BE 
2|;“ dz’dydz dxdz' dry: 40—2 dzda'didy daxdyd::} 1B 
== (. 

Si les coöfficients A, B, C du plan (2.) satisfont ü cette &quation, 
le plan touchera la surface proposce. Tous ces plans tangents, passant 
en outre par le point singulier, enveloppent un cöne du second degr£, 
qu’on peut dire ötre reprdsente par l’&quation (5.), en y regardant A, B,C 
eomme variables. C’est le cöne tangent a la surface dans le point singulier. 


5. Supposons maintenant que la surface soit determinde par ses 

plans tangents et soit 
un de ces plans, qui si nous posons D = 1 ne depend que des trois quän- 
tites A, DB et ©. Ces quantites signifient les valeurs r&ciproques, et pri= 
ses avec le signe contraire, des trois segments que le plan coupe sur les 
trois axes des coordonnces, Nous pouvons alors r&prösenter la surface par 
une €quation de la forme 

. FABC=W=0 
qui suffit & sa determination, tout aussi complötement que son &quation 
entre x, y et z. De m&me l’equation 

2, Ac+By+Üz+1=0 
en y regardant A, D et Ü comme variables, representera un point. Les 
coordonn@es de ce point seront les trois constantes x, y' et z. En Climi- 
nant Ü entre leg @quations (1.) et (2.) Pon obtient: 


3. 7]aB,— Er Re PR 








Cette Equation doit ätre satisfaite pour tous les plans, qui passant par le 
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point (2.) touchent la surface proposde; e’est lP’&quation de la courbe d’in- 
tersection avec le plan des xy: du cöne eirconscrit ü cette surface et ayant 
le point (2.) pour sommet, cette courbe &tant determinde par ses tangen- 
tes. Lorsqu’on prend le point (2.) dans le plan singulier de la surface, 
il est dvident qu’en general cette courbe doit avoir une tangente double 
et coincidant zvec lintersection du plan singulier et de celui des xy. Se 
lon qu’on prend le point ä l’exterieur ou ä linterieur de la courbe de 
contact dans le plan singulier, la tangente double touchera, ou deux bran- 
ches reelles ou deux branches imaginaires de la courbe (3.) Dans ce 
dernier cas, c’est une ligne droite isolde et conjugude de cette courbe, Si 
le point se trouve sur la courbe de contact elle möme, la courbe (3,) 
aura une inflexion, indiquede par l’&quation suivante, tout-ä-fait analogue 
ä P’equation (4.) du numero precedent: 

( d?S y-27 i a3 Am 

dAdB dA: db? 
En la dev@loppant de la möme maniere, nous obtiendrons: 


5 [( d? a) d’ W d? + [(& IW\® Se 
u dAdB dA: "db: 1” dAdl! “ dA: dO: 


1 (& —) — = m | tn | dW d*W d?W d“W 
dBaC db? dc: “LuaAdB’dAdÜ dBalc'dA: 

R | amw dw Wa "lee i | ey aWw am a "ey 
dBdA dBat dAdb dB: dUdA'dCdB dAdB’ dl: 
=(). 

C'est l’&quation d’un cöne dont le sommet est a l’origine des coordonnces, 
Son intersection avec le plan singulier sera la courbe, suivant laquelle la 
surface proposde est touchde par ce plan. 
6. Si, en prennant Ü—=1, on determine un plan par les trois 

eonstantes A, B et D de son @quation 

z-Ar+BDy+D=0, 
Pon peut remplacer l’Equation (}.) par une &quation de la forme 

FA,BD=-W= 0, 
d’ou, en eliminant D, il vient 

F[4,B,—(Ar+By+s)J= =0, 
Par un raisonnement tout-ä-fait analogue ü celui du numero pr&cddant, 
Yon obtient entre les coordonnedes des points, dans lesquels le plan singu- 
lier touche la surface, l’@quation de condition: 
PVP d?S’ d?s$’ 

(123) dar * daB: 












































— 0, 














6 1. Plücker, discussion de la forme gendrale des ondes lumineuses, 


qui se transforme dans la suivante: 
d: IV! \® d®W' d:W d? WW! \® d?W'! d4.W' . 
Ö. en RT ao ES -I- — Br re | y“ 
‚dAdB dd’ db: dAdD dd? dD: 
ni (( d? ri d?W' d? | 229 & w' d?W' d2W' q° e 
dBaD dB? 'dD® “lda4daB’dAdD  aBaD' dA? 
Pr 5 w' d2W' BEE: 1 
“laBdA'dBdaD dAdD' daB: 














212 W' d:W' d?W' d:W' \ 

“ “laDaA'daDaB Addaß' daD: | u 
=(0. 

Cest done l’&quation de la projection sur le plan des xy de la 
courbe de contact dans le plan singulier. 

Pour ce quwil peut y avoir d’inusit@ dans les d&v@loppements des 

deux derniers num£ros je renvoie ü la Note sur une Iheorie generale et 

nouvelle des surfaces courbes, qui a et@ publice dans le neuricme vo- 














lume de ce m@me Journal. 


7. Determination des axes d’une ellipse. — Soit, dans la suppo= 

sition de coordonn&es rectangulaires, 
uyp2veytox = 1 
l’@quation de Vellipse, alors on obtient, pour determiner les valeurs rdci- 
progues de ses demi-axes, l’@quation suivante: 
1. Vu)’ +w—v) = 0. 

En me contentant ici, de transcrire simplement cette &quation, qui trouve 
sa place dans les ouvrages ou l’on traite des sections coniques, je citerai 
seulement mes Developpements *). 

En dösignant les valeurs r&ciproques des deux demi-axes par V’, et 
V,,, nous obtenons par la r&solution de l’@quation (1.) la relation suirante: 


2. V?—-V, = EV l(ut+9’— tue —ı")). 


8. Surfaces polaires reciproques. — L’on a nomme& surfaces po- 
laires reeiproques deux surfaces telles, que les points de une sont les 
poles des plans tangents de l’autre, par rapport a une surface quelconque 
du second ordre, que je nommerai derecirice Em prennant comme di- 

2. . [4 « D) . ® $ 
rectrice, une sphere dont le rayon est Egal ü l’unite, le plan polaire d’un 
point donnd quelconque, dont x’, y’ et z° sont les trois coordonnees rec- 
tangulaires (lorigine etant le centre de la sphere) a pour &quation: 


x h-yy+piz:=1. 








*) Analytische geometrische Entwicklungen, 1828. Vol,L, pı 251. 
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En determinant la position de ce plan, moyenant les trois quantitds 4, 
B et C, prises dans la signification du numero 4., nous avons: 

«—=—A, y=—B, !=—(; 
d’ou il r&sulte que Pune quelconques de deux surfaces polaires r&ciproques 
etant donnde par l’equation 

F (2,7,2) = 0, 
l’on obtient, pour determiner l’autre !’&quation suivante: 
F(—-4,—B,—C) = 0; 

et r&ciproquement. 


9. Si Fon prend comme directrice un ellipsoide quelconque, que 
je representerai par l’&quation suivante 


x”? 2,2 z? 
— ee fl 
be ”- 9 


ac 





le plan polaire d’un point quelconque (x‘, y’, 3’) a pour “quation 
Es 1 
bc ac "7 un 





d’ou l’on obtient, en conservant les denominations pr&cddentes: 


‘ A y' B e 
ren = a WA 


er 
bc 
L’une de deux surfaces polaires r&ciproques &tant donnde par l’&quation 
EFa,y2)=0, 
lautre sera determinde par l’&quation suivante: 
F(—bcA, —acB, —al() = 0; 


et r&ciproquement. 


10. Deux ellipsoides concentriques sont polaires r&ciproques par 
rapport a une sphere, ayant le möme centre, si le produit des demi- axes 
correspondants est egal au carr@ du rayon de la sphere. Les deux ellip- 
soides, representes par les deux &quations suivantes: 


x? y? 2» 2.9 Bi ı :0 9 
a taztz> = dirty], 
sont polaires r&ciproques, si le rayon de la sphere directrice est egal ä l’unite. 


11. Si la surface directrice est un ellipsoide quelconque, le pro- 
duit de deux demi-axes correspondants de deux ellipsoides polaires re&ci- 
proques est Egal au carre du demi-axe correspondant de la surface direo- 
tricee. Ainsi par exemple les deux ellipsoides : 





ER : 
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(2422) (Br) _ 
rat ar tan = 
(atteryat, 1.(0° ey? (a? +c0?)z? 
(a?-+b?°)c? 2a: c? (c?-+-b?) a? 
sont deux surfaces polaires reciproques par rapport ä l’ellipsoide: 
op? y? x? Er 
Tre 
12. Deux Zignes droites sont polazres reciproques, par rapport ä 
une directrice quelconque, si Fune d’elle passe par les deux points, ou les 
deux plans tangents passant par l’autre, touchent la surface directrice. 


Deux lignes droites polaires r&eciproques par rapport ü une sphere, ont des 
directions perpendiculaires entre elles. 








= 1, 


13. L’on a nomme& pöles conjugues, par rapport ü une surface du 
second ordre, deux points tels, que Fun d’eux est le point, ou la ligne 
droite, qui passe par le centre de la surface et l’autre point, rencontre 
le plan polaire de ce dernier. Par rapport ä une sphere, deux points 
qui sont tellement situ6s sur un m&me diametre que le produit de leurs 
distances du centre, est &gal au carr€ du rayon, sont deux points conju= 
gues. On obtient Yun, en abaissant du centre une perpendiculaire sur le 
plan polaire de l’autre. 


14. Sections circulaires dun ellipsoide. — Un ellipsoide, dont 
les trois demi-axes sont a, d et c, est represente par l’Öquation suivante: 


# -+% z=l. 


En combinant cette @quation avec celle d’une sphere de rayon indetermine: 
z&+y’+ mr, 

lon peut toujours parvenir ü une ©quation, qui ne contient que les carres 
de deux quelconques des trois variables. Une telle equation representera 
le systeme de deux plans (reels ou imaginaires) perpendiculaires ä l’un 
des plans des coordonnees, qui, passant par l'intersection de la sphere et 
de Pellipsoide, vont couper celui-ci suivant deux cereles.. Nous ne deter- 
mineront ici que les deux plans reels. En supposant pour cela que c>% 
et b>a, nous n’avons qu’ä prendre r=Öd et ü retrancher ensuite de la 
premiere @quation, apres Faveir multiplie par 5°, l’&quation de la sphere. 
Ainsi on obtient 


ee EA) el, 





,0 
” 
Zu 
= 
EN 
| 
& 
Y 
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Equation qui se reduit aux deux &quations suivantes: 
2. cyvW—a)rtay(C—D)z = 0. 

Pour determiner les sections circulaires de l’ellipsoide, dont Pequa- 
tion est 

I. det’, 
l’on n’a qu’ä mettre . ne - a la place de a‘, 2’, c? dans les r&sultats 
pr@cedents, ce qui donne pour les plans des sections en question: 
4. vv — Met (—V)z = 0, 

On parvient &galement ä l’&quation (2.), en posant, avant l’Climi- 
nation, y egal ä zero dans les &quations de la sphere et de Vellipsoide 
(1.); d’ou l’on conclüt, que les deux plans (2.) sont perpendiculaires au 
plan des 2% et le coupent suivant les deux diametres communs ä Fellipse 
et au cercle d’intersection; ou bien dans des directions perpendiculaires ä 
ces diametres communs, si l’on fait tourner d’abord, dans son plan, l’ellipse, 
de sorte que son axe c tombe sur l’axe des x et son axe @ sur l’axe des z. 

Dans cette position l’&quation de l’ellipse devient; 


oc? x? 
ar 7 =1, 


et ies quatre tangentes qui lui sont communes avec le cercle en question: 
+ 2’ =D, 
ont pour Equations: 
v®— )eryC—M)z+by(—a) = 0, 
Elles sont done paralleles aux plans (4.) 

L’on voit done que les sections eirculaires (2.) et (4.) des deux 
ellipsoides (1.) et (3.) vont passer toutes les quatre par laxe des y, Ötant 
perpendiculaires au plan des xx; que celles de lellipsoide (1.) coupent ce 
plan suivant deux lignes droites perpendiculaires aux diametres communs 
M'M, et M'M,, (Fig. 1.) tandis que celles de lellipsoide (3.) le coupent 
parallellement aux deux tangentes communes T,T,, ou T’T’ a T,T" 
on T,,T. 

15. Surface delasticitd de Fresnel.— En considerant les actions 
molcculaires, Frresnel a prouve, que dans le cas le plus geucral, l’£lasti- 
cit@ de l’£ther suivant les differentes directions dans linterieur d’un crystal, 
est completement determince par l’elasticit©, suivant trois directions Üxes, 
perpendiculaires entre elles et döpendantes de la forme et de la nature du 


erystal. Il les nomme axes d’elasticile, et ensuite il construit la surface 
Crelle's Journal d. M. Bd. AK. Hft.1. > 
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delasticite, en prennant ses rayons vecteurs proportionels aux carrd3 des 
Clasticitcs suivant ces mömes rayons, Pour F&quation de eette surface 
il trouve: 
art ee (NL, 
qui, si Von appelle r son rayon vecteur, peut s’ecrire ainsi: 
+ by? cz? == r?, 

Dans tout ce qui va suivre nous supposerons 

>b, D’>u), 
de maniere que l’Elasticitö, suivant Faxe des x est un mazimum, et un 
minimum suivant laxe des x. 

Dans les erystaux @ un seul axe deux des trois &lasticites a’, 2, c* 
sont ©gales entre elles, Il y a ici deux cas & distinguer. Dans les crystaux, 
nommes posilifs, on a: 

2a, 
et dans les crystaux, nommes negatifs, 

ALL 
Si les trois Clasticitös sont @egales entre elles toutes les trois, il n’y a pas 
de double refraction, 

16. Bapport de la surface d’dasticildE avec deux ellipsoides. — 
La surface d’Clastiecit@ a des rapports intimes avec les deux ellipsoides 
representes par les deux quations suivantes: 

2 2 
. E44 
I. dt, 

Li’ellipsoide (2.), que je nommerai partout, dans ce qu’on va lire, 
le premier, a pour axes les trois axes de la surface d’Clasticite; les axes 
de lautre, que je nommerai le second ellipsoide, en ont les valeurs inverses, 

Par un calcul analytique tr&s simple M. Magnus ”*) a dejü prouve 
que, si du centre lon abaisse des perpendiculaires sur les plans tangents 
du premier ellipsoide, le leu geometrique des pieds de ces perpendiculai- 
res est la surface d’dlasticite, 

L’onace second thdor&me, Les longueurs de deux rayons vecteurs 
de la surface d’elasticild et du second ellipsoide, dont la direction coin- 


2? 


z„=1, 





*) Sammlang von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analytischen Geometrie des Raumes, 
von L. J. Magnus. Erste Abtbeilung. 1837. p. 402. 
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cide dans une möme ligne droite quelconque, sont Tinverse Tune de Tautre, 
de sorte que leur produit est egal a Tunite. 

Pour le prouver, d@signons les deux rayons vecteurs par r et r‘ 
et ecrivons les &quations de la surface d’elasticit@ et du second llipsoide 
sous les formes suivantes: 














2 2 22,2 2 „2 

r? r? r? 3 
2 u ee 7. 

r; r, r; r, 


Comme les deux rayons coincident dans une möme ligne droite, les treis 
membres de la premiere partie de la premiere &quation sont &gaux aux trois 
membres correspondants de la seconde, et en dgalant les seconds mem- 
bres on obtient: 

r’r! =1, 
ce quiil falloit d&montrer. Nous pourrons Enoncer ce mÜme th&doröme de 
la maniere suivante, 

Les points de la surface d’elaslieie sont les pöles conjugues des 
points du second ellipsoide et reciproquement, par rapport a une sphere, 
dont le rayon est egal & Tunite. [13.] 

Il suit de ce theoreme, que dans les deux courbes d’intersection 
de la surface d’Clasticit@ et du second ellipsoide la direction des axes se 
confond, mais de sorte que le plus grand de l’une correspond au plus 
petit de Fautre. Si une des deux courbes est un cercle, l’autre le sera 
©galement. 

D’apres ie numdro 10. les deux ellipsoides (2.) et (3.) sont polai« 
res r&ciproques par rapport ä la möme sphere. Ce theoreme lie entre 
eux, les deux theordmes du present numero. Car, en prennant ü volonte 
un point quelconque sur la surface du second ellipsoide, le plan polaire 
de ce point touchera le premier ellipsoide, et pour obtenir du m&äme point 
le pöle conjugud, qui appartient a la surface d’elasticite, Fon n’a quü 
abaisser du centre une perpendiculaire sur le plan polaire. Ainsi s’est 
presentee üä nous une d@monstration nouvelle du premier th@orcme de 
ce num£ro. 

17. Determination de londe lumineuse par Fresnel. — En con- 
duisant un plan quelconque par le centre de la surface d’@lasticit©, tout 


mourement vibratoire dans ce plan peut se decomposer en deux vibra- 
2* 
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tions rectilignes, ayant lieu suivant les deux aäxes de la courbe d’inter» 
section, qui en general est un oval du quatri&me ordre. Le mouvement 
de propagation a lieu perpendiculairement au sens des vibrations, avec une 
vitesse proportionelle au deux demi-axes, ces axes eux m&mes &tant pro« 
portionels aux carrds des &lastieites. [15.] Zresnel conclüt de lü, gue 
les plans paralleles au plan coupant et ü une distance de lu egale aux 
axes de la courbe d’intersection, sont langents & londe lumineuse. 


A deux plans tangents paralleles et situ&s da m&me cötd du centre, 
repondent des vibrations dans des plans qui sont perpendiculaires a ces 
plans tangents et en m@me temps perpendiculaires entre eux. Les plans 
de vibrations sont perpendiculaires aux plans de polarisation. 


18. Determination analytique de londe lumineuse par des plans 
tangenis. — D’apres le numero 16., la construction de Fresnel peut se 
traduire ainsi> 

QOu’on fasse passer un plan quelconque par le centre du second 
ellipsoide 

3. errteiel, 
et qu’on eleve ä ce plan des perpendiculaires &gales aux valeurs inverses 
des deux demi-axes de l’ellipse d’interseetion, les plans paralleles au plan 
coupant et passant par les extremites de ces perpendiculaires, sont tan» 
gents a l’onde lumineuse, 

Döterminons d’abord Vellipse d’intersection. En fixant, comme nous 
l’avons fait dans le premier num£ro, la position du plan coupant par les 
deux angles « et ®, nous obtenons, en posant dans l’equation (3.) 

2 = vcosa—wsinacosd, y=— vsinatwcosucof, 2 == wsiny, 
pour l’@quation de Vellipse dans son plan: 

4. [acos®’a+ d’sin’a]vo? + 2(b’— a’)sinacosacosd.vw 

++ [a?’sin’«cos’® + d’ cos’aco®’P+ c’sin’P]w’ = 1. 

En posant ensuite 

a cos®’a +’ sin’a = (b’—.a’) sing cosa cos® = »v, 

a* sin?« cos?® + b, cos’ au cos®’® + c’sin’® = 9, 
nous aurons apres des simples reductions trigonome£triques: 
5, (uFe) = ("+D’)co?P+(a’+ c?) cos’ asin’® + (B’ + c’)sin’asin’P, 
Ww—nN)—= Abcd® + ac coosasin® + D’e’sin’asin’®, 

et d’apres le numero 7. pour determiner les valeurs irverses des deux 
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demi-axes de Pellipse d’intersection (4.) l’&quation suivante: 
V’— [(a° + 1°) eo#®®-+(a’ + c°)cos’«usin? P+ (d’ + 0°) sin’ asin? ®] V? 
6. ı 22%c®d + Wwceosasnd® + D’esin’asin® = 0. 
En faisant attention que 
cos’ P -F cos’asin’d + sin’asin’d —= 1, 
on peut &crire la möme €quation de la maniere suivante: 
7. (#—2)(V’— e)sin’asin’® + (V?— ce?) (V?— a’) cos’ asin?® 
+ (P— a) P?—D)eos’d = 0, 
ou bien encore, sous la forme 


sin? @ sin? eos? e& sin? p we - . 
8. YV: — «a: > V: — b? + ya a O, 


Lorsque le plan coupant est donne par son &quation: 
Acz+Dy+CÜz = 0, 
les @quations (6.) et (7.) se transforment sur le ehamp dans les suivan« 
tes (num. 1.): 
9. PP), Pe) AH M— > ee =(, 


A? 
10. V:—a: a? 26 wu: A b* + a =— 


19. Dans ces @quations V signifie la ker de l’onde lumineuse, 
c’est-ä-dire celle de ses plans tangents. Il est Egal ä la perpendiculaire 


abaissee du centre de l’onde sur ses plans tangents, dont la direction est 
donnde per les valeurs de A, B et C. Veut-om que, conform@ment au 


num£ro 4., 
Ar+By+Ctz+1=0, 
soit l’&@quation de ees plans tangents, l’on a d’apres les formules connues: 


1 
er 4 +B?+C2° 


L’©quation (6.) se change d’abord, en y introduisanut A, B et C, 
dans la suivante: 
(A-+B?+-60?) v”’— [BR --O)A?+ (0 44°) B’+(@+0)C?] V’ 
+ LaC) = 
et puis en chassant V”* Von obtient: 
1. VE D+aB CO] Ber 
—[E+NLH+EL+N)BE+@ +0] +1 = 
20. Par un rayon vecileur quelconque d’un a ae !’on 
ne peut faire passer, en general, qu'un seul plan, de sorle, que ce rayon 
vecleur coincide avec Uun des deux demi-axes de Vellipse d’intersection. 
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Pour le demontrer, faisons coincider Vaxe des x avec le rayon 
vecteur donn& et prennons les axes des y et des z ü volonte, mais per- 
pendiculaires entre eux et ä l’axe des x. Wellipsoide donne est repre=- 
sente alors par une @quation de la forme: 

Mx&#+-Ny’+0O2°+-2Pzy+202z2+2Rry = 1. 
Faisons passer par l’axe des x un plan coupant, qui fait avec le plan des 
xy un augle quelconque d. Nous obtenons alors pour determiner la courbe 
diintersection dans son propre plan, en posant dans les formules (1.) du 

. , 

premier num£ro 

==, a_27 y=wcotd, z = wsin®, 
l’&quation suivante: 
MHv+2(QOsu? +Rcosd)ew + (N oos®’d®-+Osin’® +2Psind cosh)w’ —=1. 
Cette Equation Etant rapportde ü des axes de coordonndes rectangulaires, 
si Don veut que laxe des v, qui coincide avec l’axe des x ou le rayon 
veeteur donnö, contienne l’un des deux axes de l’ellipse d’intersection, il 
faut que le second membre de l’&quation pr&c&dente s’@vanouisse, ce qui 
donne, pour la determination de l’angle arbitraire D, l’equation suivante: 
ia 

0° 

L’on voit done quil y a toujours un plan, qui satisfait ü Ja con- 


tang ® zu 


dition exigce et quiil mn’y a qu’un plan coupant unique, pourvu que BR et 
( ne disparaissent en möme temps de l’@quation de leellipsiode. Dans ve 
cas partioulier le rayon donn€ coincide avec l’un des trois axes de l’ellipsoide 
ei lon voit de suite, qu’alors tout plan passant par ce rayon a la pro- 
prictÖ exigee, 


21. Construction du plan en question. — Nous observons d’abord 
qu’il sufüt de choisir les axes des coordonndes de manicre que R dispa- 
raisse de l’equation de la surface, pour que le plau des xy soit le plan 
cherche. Construisons ensuite le plan tangent a l’extremit@ du rayon vec- 
teur donne, dont nous designerons la longueur par x’, son &quation sera 

Mac—x) +0: 4+Ly=0. 
Veui-on que R disparaisse, il faut prendre le plan de zz perpendiculaire 
© ce plan tangent, d’ou on obtient, en faisant attention que le plan des 
zv est perpendiculaire a celui des zz, et qu'il passe, ainsi que lui, par 
le ravon vecteur, la construction suivante: 
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Construisez le plan tangent a l’extremit& du rayon vecteur donnd 
et abaissez du centre de l’ellipsoide une perpendiculaire sur ce plan. Le 
plan ü construire sera celui qui, passant par le rayon vecteur, est perpen« 
diculaire au plan, qui contient ü la fois ce rayon et la perpendieulaire., 


22. D’onde lumineuse (Fig. 4.) est la surface polaire reciproque 
de celle qu’on obtient, en meltant, dans sa construction, le premier ellipoide 
la place du second: par rapport a une sphere dont le rayon est egal 
V’unite. 

Soit M un point quelconque du second ellipsoide, et P le pied de 
la perpendiculaire abaissce du centre sur le plan tangent en ce point. Le 
plan polaire de M, ©galement perpendiculaire au plan de la figure, touchera 
le premier ellipsoide en un point m, qui, €tant le pole du plan tangent en 
DM, se trouvera sur le prolongement de OP, de möme que le prolonge- 


ment de OM sera perpendiculaire au plan tangent en m. Enfin Op=_—., 


ü 
a 


1 ’ ‚ 
et OP= 2° D’apres le numero precedent, le plan passant par le ra- 
yon vecteur OHM et perpendiculaire au plan de la figure, coupera le sc= 


cond ellipsoide de maniere que, dans lellipse d’intersection, Yun des demi- 
axes se confond avec le rayon vecteur OM. Egalement, le plan passant 
par le rayon vecteur Om et perpendiculaire au plan de la figure, coupera 
le premier ellipsoide de maniere que, dans leellipse d’intersection, l’un des 
demi-axes se confond avec le rayon vecteur Om. 

Si l’on fait tourner les deux plans taugents et les deux perpendi« 
culaires abaissees sur eux du centre, autour de ce point d’une manicre 
quelconque, rien ne se changera dans leurs relations r&ciproques par rap- 
port ä la sphere directrice; M sera toujours le pole du plan mp, ainsi 
que > continuera d’&tre celui du plan MP. Tel sera done aussi le cas, 
si, en particulier, on fait faire au systöme des deux plans le quart d’une 
revolution autour d’un axe perpendiculaire au plan de la figure, de ma- 
niere que les points m, p, M et P passent respectivement aux positions 
R, V,r etv. Dans la position nouvelle le plan 22V sera tangent a la 
surface de l’onde lumineuse; quant au plan ro, il touchera une deuxicme onde 
lumineuse, qu’on obtient en remplagant les deux ellipsoides, Yun par Pau« 


tre, ou ce qui revient au möme, en prennant au lieu des trois &lasticites 


- . ” 1 1 1 
prineipales a’, 5’, c” leurs valeurs inverses —, 77» ze 





Sı l’on donne au 
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point M toutes les positions possibles sur le second ellipsoide on obtient 
tous les plans tangents a la surface de la premiere onde. Ces plans sont 
lies aux plans tangents ü la surface de la deuxicme onde, de maniere que 
les uns contiennent les pöles des autres et reciproquement. D’ou l’on voit 
que les deux ondes sont deux surfaces polaires r@ciproques, par rapport 
a la sphere concentrique dont le rayon est &gal a Yunitd, C'est ce que 
nous nous sommes proposes a demontrer. 


23. Equalion de la surface de londe en coordonnees rectangu- 
laires. — Reprennons l’&quation finale du numero 19., qui doune la dl- 
termination de Fonde au moyen de ses plans tangents: 

1. POERr+CEÖB+adVr OR +B+CO] 

— (HN LHÖFLS)CI+HI= 06. 
Les quantites A, BD, C ayant la signification du num£ro (4.), nous n’avons 
qu’ü mettre ü leur place x, y, z, pour obtenir l’@quation de la surface po- 
laire r&ciproque; ainsi il vient: 

12. Bertcey+aßz)@ ty +2) 

-[E+NCHCH+HyPH@ HN + = 0, 

Cest donc l’&quation de la deuxieme onde, consignee dans le num£ro pre- 


cedent, et pour obtenir celle de la premiere, ü laquelle se rapporte &ga- 


, . “ 7, ” 1 1 1 A} n 7 
lement Y&quation (11.), il sufüra d’eerire —;, 7; ;r 4 la place de a‘, b‘, 


c’, ce qui donne: 
3. HL) Hr +2) 
EHE HLECHNFL+Ed+)E) FE = 0. 

24. Diapres le theor&me du numero 22., on obtient les points de 
Yun des deux ondes, en cherchant les pöles des plans tangents ü l’autre, 
Ainsi par exemple, le point Z, pöle du plan tangent vr ü la deuxieme 
onde, est celui ou la premiere est touchce par le plan RV. Il suit de cela 
sur Je champ la construction due a Fresnel pour trouver direotement les 
points de la surface de Ponde lumineuse: 

Apres avoir coupe le premier ellpsoide par un plan diametral, 
menons, ü parür du centre, deux droiles perpendicularres a ce plan et 
respectivement egales au plus grand et au plus petit demi-diametre de 
Tellipse d’intersection: le lieu des exiremites de ces perpendiculares sera 
la surface de ’onde Tumineuse. 
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Le calcul necessaire pour tirer de ce th&orcme l’&quation de l’onde est 
dejü presque entierement fait dans le numero 18. En desigunant la longueur 
des perpendiculaires @elevees au centre de la section par 7, nous n’avons 


N . „ . , . 1 
qua substituer dans les Equations de ce numero r au lieu de „— et en 
j’ a o ut e ae 
mäöme temps a’, b’, c’ au lieu d #9 5259 zr« Faisant cette substitution 
dans l’@quation (10.) 
A: B? C? 
Yyi3_ 2: + V:_ PB: + F:_ 0 =0, 
nous {rouvons: 
a? A? b? B? c? 0? 


a?—r? b?— r? + — Ö. 


?—r? 
Puis, en nommant ©, y et & les coordonndes des extremites de la perpen- 
diculaire 7, il vient 
Arr: Bir? « > 
DIBLC SERIES" TH BIRTGE 
Cquations, au moyen desquelles la derniere @quation se ftransforme dans 
la suivante:; 











zuuh eR 





a?x? b2 y2 6% z? 


a?—r? b? —r? c 
Voila l’equation cherchee de l’onde lumineuse. En chassant les denomina- 


teurs et divisant par 7° ou (2?-+y’+2°), nous retombons dans l’&quation 
(13.) du numero precedent. 


25. Construction du plan de vibration. — Reprenons un mo- 
ment la ügure 4, Les vibrations qui ont lieu suivant OM, produisent 
une onde plane (enveloppe de la surface de l’onde lumineuse en question) 
perpendiculaire au plan du papier et se propageant suivant OV. Le point 
IR, oü elle touche cette surface donne le rayon lumineux. correspondant. 
De lü r&sulte le theor&me suivant: 

Le plan de vibralion pour un rayon lumineux quelconque est ce- 
lui, qui, passant par ce rayon, est perpendiculure au plan qui touche 
la surface dans le point ou elle est renconiree par le rayon lumineux. 

En nous rapportant a la figure, Pautre rayon, correspondant ü des 
vibrations suivant l’axe perpendiculaire a OM, qui produisent une onde 
plane parallele a celle que nous venons de considerer, se trouvera dans un 
plan perpendiculaire au plan de la figure et le coupant suivant OF. Ce 
meme plan contiendra le point de contäct. 


Crelle’s Journal d. M. Bd, XIX. Hfi 1. 3 























i8 1. Plücker, discussion de la forme gendrale des ondes lumineuse:. 


26. Kgwation du plan des vibrations. — Si nous differentions 
l’equation de l’onde 
(ax + D’y’+ c’2?) (a’+Y°+ (AU) Er B? (+E)y’+c (at ME)? 
= V — 0, 
nous aurons, en posant pour abreger 
“rt +ei=E Arytier, 


les @quations suivantes: 


dF 5) n 6) b) 
Pr y = 2[E-+ a —b— c)]z, 
dar 2/2 2 2 F 
7 = IE+ ed e]y; 
ar a Eh 
"rn: 2IE+ EI —a— 0)]z, 


d’ou Ton tire 
dF dr dar 
RT 
EP H+NECHLa@ HN +Ea + DE] 
2[Er?— ab’ c?] 
LEE HSELHLFELHNN HER HET 2a RE], 

Soient maintenant x’, y’ et 3‘ les coordonnees d’un point quelconque 
de la surface de l’onde lumineuse, et E’ et r’ les valeurs correspondan- 
tes de E et r; l’&quation du plan tangent ü ce point sera 
[E’+ a (r”—-V-C)]2c+[E'+V (ra )]y'y+ [E'+ 0 (r?-a-D)]2’2 

= (+ HÖHE re +) 2a: 
Equation que, pour abreger, nous dcrirons comme suit: 

Arcc+Byy+Cr’z=D. 
L’&quation du plan de vibration passant par l’origioe, sera de la forme: 
Ascs+By+lz=0. 
Pour la determiner compl&tement, on a les deux @quations de condition: 

Ac+Bytlz’=0, 44Ac+BBy'+Ült!'=o0, 
dont Fune exprime que le plan en question passe par le point (x, y‘, %) 
et lautre, qu'il est perpendiculaire au plan tangent. Si l’on retranche la 
derniere dquation de la premiere, apres avoir prdablement multiplie celle- 
ci par 4, il vient 

(A—B)B'y' + A—O)Cz' = 0; 
4 _ _(A-0): _ 4-0, BA 
u” ae Ber 





wi 


dono 
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et en substituant A, A et z’ä la place de B', Bet y': 
Me er 














"Ai u aa BE - ya 
L’&quation du plan de vibration devient donc la suivante: 
 B—C c—A A—B 
Be + y Y+ z’ dar 0, 


c’est-A-dire en introduisant pour A, B, C leurs valeurs: 
15. TED ee); 
x Y z 
27. Des considerations du numero 20., on conclut, qu’a une di« 
rection donnde des vibrations ilne repondra, en general, qu’un rayon lumi- 
neux unique: qu'il y aura exception cependant lorsque les vibrations se font 
parallölement ä& Pun des axes des coordonnees, Il est Evident d’apres le 
num6ro cite, que les points correspondants de la surface de l’onde con- 
stituent trois cercies decrits dans les trois plans des coordonn@es par des 
rayons respectivement egaux aux frois demi-axes du premier ellipsoide, 
perpendiculaires da ces plans, 











zs=(. 


En posant successivement y, © et x dgal üzero dans l’öquation de 

la surface de l'onde, on trouvera les trois equations suivantes; 

N) =, 

He — Ve) +Yy’— a) 0, 

(2° + y?— aD) (a? +y?—.e?) 0, 
dont chacune represente le systeme d’un cercle et d’une ellipse. Aux 
rayons lumineux aboutissant aux points de chacun des trois cercles re- 
pondent des vibratious parallöles entre elles et perpendiculaires au plan 
de la figure. On obtient les trois ellipses, situdes dans ces m@mes plans, 
si lon fait faire ü chacune des ellipses d’intersection du premier ellip- 
soide (plus faiblement tracdes dans les figures) un quart de revolution 
dans son plan autour du centre. Pour tous les rayons lumineux qui 
aboutissent aux points de chacune de ces trois ellipses, le plan de vibra- 
tions est le plan de la courbe, de maniere que toutes les vibrations ont 
lieu dans ce m&me plan, perpendiculairement aux diff@rents rayon. 


28. Points singuliers de !onde.— Il sufüt d’observer que l’&qua- 
tion de l’onde lumineuse (13.) et l’&quation (11.) qui sert ä la determiner par 
ses plans taugents, sont d’un m&me degre, superieur au second, pour Ötre as- 
sur£, que la surface ait un plus grand nombre de points singulkers et en möme 
temps de plans singulers; avec la restriction cependant que ces points 
3 # 


III 
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et ces plans singuliers peuvent Ötre imaginaires ou situds dans linfiai. 
Öccupons nous d’abord des points singuliers. 


Sl existe un point singulier, ses coordonndes doivent satisfaire en 
möme temps ü l’&quation de la surface et aux trois dquations qui s’en d&- 
duisent, en diff@rentiant successivement par rapport aux trois variables. Cela 
donne les quatre @quations suivantes: 


V = Er—(a ” -1- FR +5’(a° N: + HN) LEN = 





dY e. n 

dv >. , 
‚Fr = (E+U(? —- d—e))y = 0, 
ge = (E+e(r— a —V))z = 0. 


Pour satisfaire ü ces @quations il suffit de poser 
6. y=0, Ed" —cd)=0, E—- (rd) = 
car en retranchant les deux dernieres des trois &quations l’une de l’autre, 
il vient: 
a #9, 

et en les rötranchant, apres les avoir multiplices respectivement par c et 
a’, on obtient 

Ba e. 

Ces deux Equations nouvelles sont celles du cerele et de Pellipse suivant 
lesquelles la surface est coupee par le plan des zz. Donc quatre points 
d’intersection de ces deux courbes determineront quatre points singuliers, 
qui, dans notre supposition, que la valeur de 2° soit intermddiaire entre 
a? et c°, seront tous reels. 


Nous obtenons de cette maniere, dans chacun des trois plans des co- 
ordonndes, quatre points singuliers de la surface, mais parmi ces 12 points 
singuliers il y en a huit d’imaginaires. 

Pour discuter la nature des quafre points singuliers reels M', M,, 
M' et M,, dont les coordonndes sont 


a to), amseyli), yuo, 


nous allons diff@rentier de nouveau, en faisant en m&me temps attention 


aux trois equations (16.). Il viendra 
d?F _—_. 4a? c?(b?—a?) 
dx? us a? 





— 4a’x” 





wie 
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d37 R 
17 = E+@ ae) = Wa) —D), 
4a? c?(c?—b?) 


ı d? 7’ 


e*+F 
3 dxdy . 

d?/ 2 
4577: 2 +e)rz = 2ac(@+c). 
d’V/ 0 

3 


-—— 
— 


= il’ = 





’ 





V[(??—a?)(c?—b®%)] 
2 > 








ce?’ —a 


1 
® dydz 


et si l’on substitue ces valeurs dans l’&quation (5.) du numero 4., et apres 


avoir divis& tous les membres par 
4a? c?*(b?— a?) (c? — b?) 
2 —.a? 
on trouvera l’&quation suivante: 
17. W- a) + (d-a) P’+H(lC— DV v®-@)(®— 2). AC=0, 
qu’on peut Ecrire ainsi: 
13. ac" +0 e DB: un Pl A Ar— (a? En c”) zz" AC — 0, 
en distinguant par des accents les coordonndes du point singulier. 
Il suit de la que si l’on fait passer un plan quelconque par ce point, 
ce plan touchera la surface de P’onde dans le möme point, aussitöt que les 


trois constantes de son @quation 
Ac—x')+-By+Ugz—:') = 0 

satisfont a l’@quation pr&cedente. Tous ces plans enveloppent une sur- 

face conique du deuxieme degre, qui dans le point singulier est tangente 

ä la surface de l’onde. On trouvera sans peine son dquation en Coor- 

donndes rectanpulaires. 

29. Cöne lumineux sortant. — Si Von &l&ve des perpendiculaires 
aux plans qui touchent le cöne du numero precedent dans le point sin- 
gulier, ces perpendiculaires constitueront un cöne nouveau de m&me ordre. 
ll sera celui, que forment les rayons lumineux, qui, en sortant sous une 
incidence perpendiculaire, repondent tous üä un seul rayon, et traversent 
Vinterieur du erysial suivant P’une des deux lignes droites M’M, et M’'M,,, 
qui d’apres le numero 14., sont perpendiculaires aux deux sections eirculai- 








2 


res du premier ellipsoide. 
En designant par x, y, et z les coordonndes d’un point queleonque 


d’une telle perpendiculaire, on aura: 


(—x'):y:z2—2') = A:B:C, 
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d’ou, l’equation (18,) &tant homogene par rapport üä A, B, et Ü, nous 

obtenons immediatement, en remplagant ces quaatites respectirement par 

(z—z), y et (z— 2’): 

19. ax (zz + a cy’4 az? ([-e)— (-+0)2'2' (2x) (—2'') 
=(. 

Voila l’&quation du cöne lumineux en question; elle se simplifera comme 

guit: 

2, ax” z’+ a? Oy’+ cz (+)2"z'cy+ (—a?) az! (a 2—2'8) 
=(, 

30. Plans des vibrations pour les rayons sortants. — Tour dd 
terminer la direction des vibrations, qui repond aux differents rayons du 
cöne lumineux sortant, nous n’avons, d’apres le numero 21., qu’ü abais- 
ser du centre des perpendiculaires eur les plans qui touchent la surface 
dans le point singulier. Les lignes droites qui, dans ces plans tangents, 
joignent les pieds des perpendiculaires au point sipgulier, indiqueront la 
direction des vibrations correspondantes. Le plan de vibration contient 
en möme temps cette ligue droite, le rayon singulier (celui qui aboutit au 
point singulier) et le rayon sortant. 

Cherchons done la courbe qui est le lieu geometrique des pieds 
des perpendiculaires en question, dont nous designerous les coordonndes 
par z, y etz. Nous pbtenons de suite deux surfaces qui contiennent cette 
courbe. C'est d’abord le cöne, qui est form par ces mömes perpendi- 
eulaires, et qui n’est autre que le cöne lumineux transport& paralldie- 
ment ä lui m&me, de maniere que son centre coincide avec celui de l’onde. 
Son €quation est par consequent celle qu’on trouve, si lon met en (19.) 
x, y, z a la place de (@— x), y, (x—xz‘). Donc on obtient immeddia- 
tement l’@quation suivante: 

at" Hess "la +)" 2 cz = 0, 
qui peut aussi s’Ecrire comme suit: 
2l. der +3)— (a c+r' Ss)" cHe:r'2) = 0. 
En second lieu la m&me courbe doit appartenir a une sphere dont Yun 
des diametres est le rayon vecteur aboutissant au point singulier. Son 
&quation sera donc 


at\ 2 z’’/\ 2 b\2 
(<-) +r+(6.-5) = (6): 


99 ty? +2? — "cH+2'2 


ou, en reduisant: 
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Des &quations (21.) et (22.) on tire 
(ct) cr dd) = 0, 
En negligeant le facteur (2 2-+2”z), tranger ä la question, l’&quation 
erst" de 
est celle du plan tangent, qui est perpendiculaire ä celui des 22 et coupe 
ce plan suivant la tangente dans le point singulier de l’ellipse d’intersection 
aveo la surface de l’onde dont l’@quation est: 
+ it ac. 

Le lieu cherch& est dono le cercle suivant lequel la sphere est coupde 
par ce plan. Pour Fobtenir on n’a qu’ü abaisser du centre O une perpen- 
diculaire OP sur la tangente ä l’ellipse dans le point singulier M’ (Fig. 1., 5.) 


et A construire ensuite un cerele perpendiculaire au plan de l’ellipse, ayant 
M'P pour diametre. 


Remarquons encore que le facteur neglige indique que, pour avoir 
Yautre direction, dans laquelle le cöne (21.), ainsi que le cöne (20,.), est 
coup@ suivant un cercle, il faut prendre les plans coupants perpendiculai« 
res au rayon singulier OM’; ce qui d’ailleurs se voit immediatement, M’P 
etant perpendiculaire a O0. 


Considerons maintenant un rayon queleonque du cöne lumineux 
reneontrant les deux sections circulaires, qui sout respectivement perpen« 
diculaires a M’Q' et MT, en Net N’: le plan de vibration correspon« 
dant passera par ce rayon et par le rayon singulier OM’T. Son inclinaison 
au plan de la figure aura pour mesure la moitie de l’are ON’ de la s& 
conde section circulaire. Elle est z&ro pour le rayon M’0Q' et Egal A 90° 
pour le rayon M’T, qui est le prolongement du rayon singulier OM'. 


Si Ion recoit limage sur un eeran EE perpendiculaire au rayon 
singulier, on obtiendra um cercle lumineux Q'N"N'T, passant par ce 
rayon. Il suit de ce qui pr&cede que le plan de vibration decrit autour 
du rayon singulier OM’ un arc de cercle, moitie de celui, que d’ecrit le 
rayon lumineux dans le cercle lumineux, ou, pour me servir des expres« 
sions de Physique: lorsqu’on regarde le cercle lumineux ü travers une 
plaque de tourmaline, coupee paralllement a laxe, il ne disparait qu’un 
seul rayon; tandis qu’en tournant la plaque d’un angle quelconque dans 
son plan, le rayon qui disparait deerira l’angle double autour du centre 
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du cerele lumineux, de maniere qu'il parcourrera toute la peripherie si la 
tourmaline tourne de 180° degres seulement. *) 

31. Determination analytique des plans singuliers. — Cherchons 
ces plans parmi ceux qui sont perpendiculaires aux plans des coordonnees. 
L’on a pour determiner les points de la surface de !’onde, dans lesquels elle 


est touchee par des plans perpendiculaires au plan des 22, les deux &quations 
v0, Fi 0, 
en conservant la notation du numero 26, La derniere de ces dquation 
se d&compose dans les deux suivantes: 
y=0\, 
3. NELLY HM ER = 0, 
dont la premiere exprime, ce qui d’ailleurs est Evident, que dans les points 
de la surface de l’onde, qui sont situes dans le plan des zz, les plans 
tangents sont perpendiculaires ä ce plan. L’autre r&eprösente un ellipsoide; 
d’ou il suit, qu’en combinant convenablement l’&quation de la surface 
de l’onde 
24. V=- (HP LES) HH) 
(LOHN) eV = 0, 
et l’&quation suivante: 
(HN) HUHN) F—(H+C)D) = 0, 
on doit obtenir celle d’un cylindre perpendiculaire au plan des zz et 
envelopp€ par les plans tangents ä la surface de l’onde dans les points, 
oü il est coupe (de m&äme que l’onde) par l’ellipsoide en question. L’&- 
quation de ce cylindre ne devant point contenir y, l’on atteindra ce but, 
en retranchant la dernicre &quation Je l’@quation de l'onde, apres avoir 
prealablement multipli& celle-ci par 40°, A l’e&quation rösultaute nous 
pouvons donner la forme suivante: 


B-NEH+E-NE-E-F—IE— A) -NEL = 0, 





%) Mr. Cloyd est parvenn le premier a ce resultat par exp6rience. 1 s’exprime ainsi: 

. . ] discovered the remarkable law, „that tbe angle between the planes of pola- 

rization of any two rays of the cone is half the angle between the planes containivg 

the rays themselves on the axis.” (On conical refraction, p. 7.) B 

Les plans de polarisation sont perpendieulaires a ceux de vibration (17.) et Taxe dont il 
s’agit est Faxe optique, qui est perpendienlaire a Tune des tangentes communes au cercle et & 
Vellipse d’interseetion dans le plan des ax. L’on voit que ce theoreme n'est vrai qu’approxi- 
mativement; il est prouv@ comme tel par l’analyse daus le cas de l’Arragonite, ou Pon a a 
peu pres, 5? = ac: condition necessaire a remplir. 
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et la decomposer alors dans les deux &quations 
(—a) + — BD) — ( C—- A)U +2 y(— a) F—V))ez = 0. 
Apres avoir Ecrit ces dquations ainsi: 
VY&®—a)zety(?— 2)? — (— a) =0, 
on les d6composera de nouveau et on obtiendra les quatre Öquations suivantes: 
vo—ua)rety(—V)zLy(C—a)d = 0, 


Le cylindre en question degenere done en un syst&me de quatre 
plans perpendiculaires au plan des zz; chaque point de la courbe d’inter- 
section de l’un quelconque de ces plans avec lellipsoide (23.) &tant un 
point ou la surface de l’onde est touchee par ce m&me plan, les quatre 
plans seront des plans singuliers del’onde. Il suit des developpements du 
numero (14.) que ces plans singuliers coupent le plan des zz suivant les 
quatre tangentes communes au cercle et ä lellipse, courbes d’intersection 
de P’onde dans le möme plan. D’apres le m&me numero les quatre plans 
singuliers sont paralleles au sections circulaires du second ellipsoide 

er +" ll? —=1, 
La direction de celles-ci d@pendant uniquement de la difference des trois 
coelficients de x°, y* et2°, pris deux ü deux, et ne changeant nullement si le 
membre constant change, il est Evident quelle est la m&me que celle 
des sections eirculaires de l’ellipsoide (23.). Donc les courbes de contact 
dans les quatre plans singuliers sont -des cercles. Pour les trouver l’on 
n’a qua construire les tangentes communes au cercle et ä lellipse d’in« 
tersection, et üa decrire ensuite, pour chacune d’elles, un cercle FGH 
(Fig. 1. et 6.) perpendiculaire au plan de la figure et ayant pour diametre 
le segment de cette tangente compris entre les deux points de contact 


’ . x [4 ur ?_—b? 2b? 
(HetI). Le carr& de ce diam£tre se trouvera Egal ä ( an s ). 


Un rayon quelconque OG qui vient de l’interieur du erystal aboutir & un 
point quelconque de la courbe de contact dans l’un des plans singuliers 
en sortira perpendiculairement üä ce plan suivant @@’. Tous les rayons 
sorfants ainsi constituent un cylindre lumineux circulaire et perpendiculaire au 
plan singulier ou, ce qui est la m&me chose, un cylindre dont l’axe est paral- 
lele a l’un des deux axes optiques du erystal. D’un autre cote, un rayon 


lumineux exterieur, tombant sous l’incidence perpendiculaire sur le crystal, 
constituera dans l’interieur un cöne lumineux. 
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Pour un rayon lumineux quelconque OG@', le plan de vibration est 
celui, qui contient en möme temps ce rayon et l’axe optique OHH', cet 
axe Etant perpendiculaire au plan singulier (26.). L’angle que fait ce plan 
avec celui des zz a pour mesure la moitie de Vangle I@, de maniere 
que cet angle s’evanouit pour le rayon (refract& extraordinairement dans 
le plan des zz) OIT’, et qu'il devient egal & 90 degr&s pour le rayon (ordi- 
naire) OHIT. Il est done prouv& que Tangle forme par les plans de vi- 
bration pour deux rayons quelconques est moitid de celui forme par les deux 
plans, contenant les deux rayons et en möme temps Taxe du cylindre. 

Les r£sultats de ce numero ont &t@ predits th&oriquement par M. 
Humilton, et veriies ensuite experimentalement par M. Lloyd. 

Je n’ai pas besoin d’ajouter que les quatre plans singuliers et per- 
pendiculaires a chacun des pla”® des xy et zy deviennent imaginaires, 


32. Deuzxieme maniere de determiner les plans singuliers. Nous 
avons pris beaucoup trop l’'habitude de ne r&garder comme &quation d’une 
courbe ou d’une surface, que celle qui exprime une relation entre les 
coordonndes de leurs points, Je ne trouve nulle part, qu’on ait regarde 
l’equation 








A: B? 'e 
10. Via? Tau try = 0 
comme r£presentant la surface de l’onde lumineuse, Neamoins on peut 
deduire de cette @quation toutes les proprietes de la surface d’une maniere 
aussi complete et facile que de l’@quation suivante entre ©, y et 2: 
13. +++ +) 
— (@CHNLL+LE@L+NFH+Ea@+NT) HAIE = 
On doit s’en etonner d’autant plus, que FVillustre Fresnel n’ait pas r&ussi 
ä trans[ormer l’une de ces &quations dans lautre et que M. Ampere y 
soit parvenu lepremier en 1828 par un @norme calcul d’elimination. Les 
considerations theoriques me font reprendre, daus ce qui va suivre, la dis- 
cussion des singularites de la surface de l’onde. 
Partons de l’&quation (10.) sous la forme suivante que nous lui avons 
donnee dans le num£ro 19.: 
1. W= Pe CaBR +aVCO 2 +BDB+ 0] 
— [C++ OA+CH+HNBE+@+N)CIH = 
A, B et C ayant la möme signification que dans le numero 5. Sil existe 
un plan singulier, il faut que les trois constantes A, B, Ü de son &quation 
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Ar+By+Cz =1 
satisfont, outre ü l’&quation proposde, aux trois @quations suivantes: 


177 = ELF H+H) EHI HO)UO—V’ +0] A = 0, 


47 — [a +0)4’ +20’ Pr DB’-+a (2? c°) C—(@+0)]B _— 0, 
+ = WA +NL ++) BP+2EVO— (+D]C = 0. 
En posant B= 0, la deuxicme de ces trois Equations est satisfaite. Pour 
que la premiere et la troisieme le soient @galement, il faut qu’on ait: 
ERELH+EHND)— +0) = 0, 
B(@ +) L+2EO)— (+8) = 0, 
Si l’on r&tranche ces deux @quations Pune de l’autre, on obtient en n&- 
gligeant le facteur commun (c’—.«@’): 
235. ZA+HO) =1, 
et si l’on les r&tranche, apres avoir pr&alablement multipliee la premiere &qua- 
tion par a’ et la seconde par c°, il vient apres la division par D’(#’—.c?): 
ss. eceL+.U0 =1. 
Les deux dernieres @equations sont donc &quivalentes ä celles dont elles 
derivent. Elles donnent pour la determination des plans singuliers : 


Bo, Far, wo 2 


c?—a? c?— a? 

L’on demontrera aisement que ces m&mes valeurs satisfont & l’&qua= 
tion de la surface. En y posmt #=0, on obtiendra pour determiner le 
cercle et l’ellipse d’intersection, l’&quation suivante: 

AO] 2+@C—1] = 0, 
qui se d&composera dans les deux &quations (25.) et (26.). On en conelüt 
encore que les plans singuliers coupent le plan des zz suivant les tan- 
gentes communes au cercle et a l’ellipse d’intersection, qui sont r&pr&sen- 
tces par les Equations (25.) et (26.). 

Pour determiner la courbe de contact dans les plans singuliers, 
dont la position vient d’ötre determinde, il faut differentier de nouveau. 
Ainsi on obtient, en rapportant tout au plan singulier: 


d2W 2 2... *(b®?—aR) 
l dr = 4b c4A — 4. 032-923 R) 
IE = ea + AH+RE+HC—(d+ 0) 
—- PERL O)—- (LH C)—(a+ e) ED, 
4* 
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‚aıW __n a*(c?—b®) 
4 ac? = 4°C? an 4, c?—a? 3 


. w 

37, dAdB 
am 
2 dAdC 
‚aW 
= dBadC 
et si l’on substitue ces valeurs dans l’equation (5.) du numero 5., il en 
4(b? — a?)c? —b?). 





0, 


r 








= 28(@+)AC = Ka +) EEE 


— a? ’ 





= 0); 





[4 \ nd IE: 
r@sultera apres avoir divisc par 


b* (c? — a?) v 
27. Ca) Ha) yYHaC-V)EFR +) YL—) W’—ar)]rz 
== (0), 


C'est l’&quation du cöne, ayant son centre ä l’origine, qui par son inter- 
section avec le plan singulier, donne dans ce plan la courbe de contact. 
Le cöne en question est le cöne lumineux interieur de la figure 6. 


33. On peut, en suivant une marche tout-ä-fait analogue, obte- 
nir immediatement l’equation de la courbe de contact, si P’on remplace 
l’equation (11.) par l’&quation suivante: 


3. = WEB +ad)A+B’+1) 
—[&+)A+(®+a) B’+(@+0)]D’+D = 0, 


ce qui revient a determiner les plans tangents ü la surface de l’onde par 
les trois constantes A, DB et D de leurs @quations mises sous la forme: 


z-Ax+By+D=0 


L’on aura alors: 





1 7 . [2 VOR LEA+ 2) B—(# +0) D]A aid 
‚aW' 2/22 a 42 2m 
1,5 = F@+NA+2#EB’—(@+0)DIB = 0, 


dW' 


475 = P-(GHrNEl++a)B+(@+0)]R = 


ce qui donne pour le plan singulier: 
b?—.a? Es 
B — 0, A? = 0838 y D: Be D’.- Br © Da 


Puis, en diffierentiant de nouveau et en ayant Egard e ces valeurs, il vient: 








d?: W' 2,2 a 2 — a? 
277g — 4b°’c A = 400.75, 
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4 - [*(@ +5) 4 +2 B’—a + CD] Zn) — #— A) A), 


de wı un 
Ip =4D =4b.. : rt 

d? WW’ 
das 

Er 2 L2 di z2&e)BVTo® url u ar 
dAdD —2(b +e)4D = c?—b? 

d: W' 
dR? 
En substituant dans l’&quation (6.) du nume£ro 6. et en divisant par 

b’(—a’)(b’—.a’), on obtient: 


Be —. a? b? 3 VIB?— a?)(c?— a? 
nn a I ry: +3 re a + Be, [( N a 1 „ Fa 0, 











= 0, 








Suite ne 'on peut mettre sous la forme suivante: 
c?—.a? b?-40? ,/(b?—a?\]?2 __ (ce? —D?)(b? —a?) 
ee Ne) A. 
C'est l’&quation de la projection sur le plan des xy de lacourbe de con- 
tact. A? etant le carr& de la tangente de l’angle que fait le plan singulier 





avec le plan des xy, le carr& du cosinus de ce m@me angle sera 3 


d’ou Pon voit, que la courbe de contact est un cercle, dont le rayon est 


egal ü 
voe—2D)Br—ar)] 
2b 


34. Points singuliers. L’&quation 
29 Ca) LICH HO)O— (+0) = 0 
determine un ellipsoide par ses plans tangents; il sera facile d’obtenir du 


möme ellipsoide l’&quation en coordindes rectangulaires. Il est dvident, 
que pour les plans tangents paralleles au plan des yz, B et Ü disparais- 





sent (5.) tandis que 7 devient Egalau demi-axe de l'ellipsoide, coincidant 


eveo l’axe desz. De la möme maniere s’obtiennent les deux autres demi- 
axes. L’&quation prec&dente donnant, 








1 2(a? 22 
che Mh A nic or , 
. 1 9a?c? 
4=09, 0=09 genen 
su 1 a? (b?--c? 
A=0), DB=0, Gr — re , 
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l’&quation cherchce sera la suivante: 
a? + c?)x® a?-+c?)y? a?-+-c?)z? 
ee ter ten 
Apres cette disgression je reprends mon objet. Si nous combinons 

algebriquement l’&quation 

13. VEeA+LC@B +0 O)A+B?+C) 

[HL +Ee+Ä)BEH@+R)O) +1 = 0, 
qui donne l’onde lumineuse par ses plans tangents avec l’&quation suivante: 
+) AIDA HH) O— (+) = 0, 

l’@quation resultante determinera en general une surface nouvelle. Cette 
surface a la propriet@ de toucher la surface de l’onde suivant une courbe, 
de maniere que les plans tangents communs aux deux surfaces enveloppent 
Vellipsoide (29.). Retranchons de cette derniere &quation l’&quation (13.) 
apres l’avoir multiplidee par 4a°c’; T’&quation r&sultante peut Ötre mise 
sous la forme: 
((— a) A+ a (d—) O—(— A)’ — IB — A) ’—a)2C = 0, 
et se decomposera dans les deux suivantes: 
ER— a) A+a(C--V)Ü— (d— a) L2acey("— a) — A))AC = 0, 
Ces deux &quations peuvent s’ecrire ainsi: 

ey ®— a) Atay(?—PB)C) —(”—a) = 0, 
et se d&composer de nouveaux de la maniere suivante: 

ey” — a) Atay(C—V)C+V(C—a) = 0, 
Tous les plans, dont les constantes A et Ü satisfont ä Pune de ces 
quatre equations, passent par un des quatre points, dont les coordon- 
nees sont 


y=0, z=scf@EE), 2m zoyleh) 


Ces quatre points remplacent done la surface en question, Il suit de la que 
ce sont des points singuliers de la surface de l’onde, et que les quatre 
cönes circonscrits «a lellipse (29.) et ayant leurs centres en ce points, sont 
ceux qui y touchent l’onde suivant chacune de leurs arctes. 














35. Considerations geometriques. On peut parvenir par des rason- 
nements purement geometriques et tres simples a la determination com- 
plete des deux sortes des singularit&s de la surface de l’onde Iumineuse. 

A un point quelconque 32 du premier ellipsoide correspond toujours 
un scul point 2 de la surface d’elasticite (Fig. 4.), de sorte que ce dernier 
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point 9 est le pied de la perpendiculaire, abaisse du centre O sur le plan 
tangent ü lellipsoide dans le premier point m. Le plan diam£tral, pas- 
sant par les deux points m et p, est, d’apres le num&ro 25., le plan de 
vibration; lorsqu’on mene, dans ce plan, deux lignes droites OM et OV, 
respectivement perpendiculaires et egales a Om et Op, le rayon lumineux, 
correspondant a des vibrations, qui ont lieu suivant Op», sera OM, tandis 
que le front de l’onde est perpendiculaire ä OV en V. 


Il repondra pareillement ä une section diamötrale de la surface d’e- 
lasticitE, et vice versä. Nous nous bornerons ici ä considerer plus parti- 
culierement les deux sections circulaires de lune et de lautre des deux 
surfaces. Il est aise de voir que ces quatre sections appartiennent A une 
möme sphere, ayant pour rayon le demi-axe moyen de Vellipsoide. Ceci 
a et& prouve, quant aux deux sections circulaires de celui-ci, dans le nu- 
mero 14. Le rayon des sections circulaires du second ellipsoide sera dono 


1 . » _. 
egal ä 7 et celui des sections correspondantes de la surface d’Elasticite, 


pareillemens circulaires, egal ü d, valeur inverse de —; ce qu’il fallgjt 


demontrer. 


Occupons nous d’abord des deux sections circulaires de la surface 
d’elasticite. Le cylindre droit qui a pour base l’une quelconque H,BH’ 
de ces deux sections enveloppera le premier ellipsoide; la courbe de con- 
tact F, BI’, necessairement plane, sera la section correspondante de celui= 
ci, de sorte que chaque arete du cylindre coupera les deux sections de la 
surface d’elasticit@ et de lellipsoide en deux points correspondants, Tels 
sont, dans la figure, les points A et y. La section de Vellipsoide est une 
ellipse, dont le petit axe, egal a d, se confond, dans l’axe des y, avec un 
diametre de la section circulaire. Le plan de vibration passe toujours par 
le centre O et deux points correspondants, tels que % et g, de sorte quil 
est perpendiculaire a la section circulaire H,BH'. Faisons tourner dans 
ce plan, autour du centre O, le triangle A0g, jusqu’ä ce que Ol devienne 
perpendiculaire a Oh. HG sera alors perpendiculaire a Ah,g et parallele ü OA. 
Quels que soient dono les deux points correspondants A et 9, dans la po= 
sition nouvelle, le point H sera un m&me point fixe, tandis que le point @ 
se trouvera toujours dans un m@me plan, parallele ü la section circulaire et 
distant d’elle d’une quantit€ OH=OB=b. Pour determiner dans ce plan 

















32 1. Plücker, discussion de la forme generale des ondes lumineuses. 


le lieu g&ometrique des differentes positions du point @, nous observerons 
qu’on & 

rg = Hl, cosH,0H, 
ou bien, en substituant: 

HG = HI cos @HI. 

De lä on conclüt, que Pangle HGT est un angle droit. Donc le lieu cherche 
est un cercle, perpendiculaire au plan des x2 et ayant HI pour l’un de 
ses diamctres. Les rayons lumineux, qui repondent aux differents points 
de la section J,BI’ forment ainsi un cöne lumineux du second ordre. 
Le front de Ponde est la m&me pour tous les rayons. Tous leurs plans 
de vibration passent par le point HM. 

36. Considerons en second lieu les deux sections circulaires du pre- 
mier ellipsoide. Suivant l’une quelconque M,BM? (Fig. 8.) de ces deux sec 
tions, Vellipsoide est touche par un cylindre circonscrit du second ordre. Si 
l’on abaisse du centre des perpendiculaires sur les plans tangents a ce cy= 
lindre, les pieds de ces perpendiculaires constitueront la courbe correspon- 
dante de la surface d’elasticite. Pour la determiner, conduisons par le 
centre un plan diam£tral et perpendiculaire aux ardtes du cylindre circon- 
scrit. Ce plan coupera le eylindre suivant une ellipse, dont le grand axe, 
egal ü d, se confondra avec l’axe desy. Il contiendra la courbe cherchee, 
que l’on constuira, en abaissant du centre des perpendiculaires sur les 
tangentes ä Vellipse d’intersection. Soit m un point de la section eirculaire 
de l’ellipsoide, V’ar&te du cylindre, passant par 2, coupera l’ellipse enn, ou 
celle-ci est touchde par la droite nv. Ov, perpendiculaire a 20, sera 
egalement perpendiculaire au plan mnv, qui touche lellipsoide en m. 
v sera donc le point de la surface d’elasticit& correspondant au point m. 
Faisons faire au triangle Om un quart de revolution autour du centre 
0 dans son propre plan, qui est celui de vibration. Quels que soient 
les deux points correspondants »n» et v dans la position nouvelle, M’ sera 
un mö&me point fixe; Ovm etant un angle droit, M’V deviendra parallele 
ä Ov, de sorte que le point V doit rester constamment dans un plan pas« 
sant par M’ et parallele a la seotion ovale de la surface d’Elasticite. L’angle 
OVM‘ £tant pareillement un angle droit, V doit se trouver sur la surface 
d’une sphere, döcrite sur OM’ comme diametre, De la on conclüt que 
le lieu geometrique des points V est un cercle, perpendieuiaire au plan 
des xz et ayant MP pour l’un de ses diametres, 
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A tous les differents points de la section circulaire de Vellipsoide 
ne' repond done qu’un rayon lumineux unique, tandis que le front de londe, 
d@pendant des points de la section correspondante de la snrface d’elasticite, 
varie d’un point ä Pautre. Il enveloppe, dans ses diffrentes positions, un 
cöne du second degr@, dont les plans tangents touchent le cercle MVP 
et sont respeotivement perpendiculaires aux rayons vecteurs aboutissant 
aux points de ce cercle. Les plans de vibrations passent tous par Ie 
rayon lumineux OM', 


37. Vitesse des ondes planes dans Vinterieur du crystal. Nous 
avons designd pr&cddemment par V, et V,, les perpendicnlaires abaissdes 
du centre O sur les fronts des ondes planes, qui enveloppent la surface 
de Ponde, qui ä partie d’un point quelconque © de linterieur du crystal, 
pris pour centre, se propage dans tous les sens. Deux valeurs correspon= 
dantes de V, et V,,, se rapportent aux deux ondes planes, qui s’accom- 
pagnent toujours l’une lautre en suivant une meme direction, Der elop= 
pons l’&quation (2.) du num£ro 7, 

2 PR ne 2 2 
V’—-V?= vet —4ne—”)) 
au moyen des deux &quations (5.) du numdro 18., que nous Ecrirons, 
en &gard aux dernieres Equations du numero 2. de la maniere suivante: 


_— (a +5?)C? + (a? + 0?) B? + (b? + 02) 42 
ur9= 4 + B? + 0: rn 5 
2.2.2 2 22 2 2n2 2 
(ue—n) en b ner c?.d 
il en r&sultera apres les reductions faciles: 

.. 2.__ [P?—a?) C?+(c?—a?)B? le? — 5b?) Ar]? —4(b?—a?)(c?—a?) 4202 
(V?—V,/’= (4? +. B°-+ C?)2 o 
Nommons 5, 9, 9 les trois angles, que fait Ja perpendiculaire aux fronts 
paralleles des deux ondes planes avec les trois axes des x, y et z; nous 


aurons: 














rL N Ba c: 
cos di o_ 4:4 B?-+ 0? Werne Fra A?+B? +40: ’ cosy = AB? +C: i 
En introduisant ces valeurs dans l’@quation pr&eedente, il vient 
BL (V?— 5 Pr) — 
(d’—a’) c08?I3+[c—a?) cos’7-+ (c—b?) cos’ LP —HB’—a’)(c’—a’) cos’Öcos’F, 
et si l’on d&compose son second membre en deux facteurs, 
V—V,,= [vl — a) 0089 + y (ce? —D°) cosl}’ + (2 — a?) cos’r] 
x v(&®— a’) 00343 —y (c — 0°) cos}? N. (€ — a?) cos?n]. 


Crelie’s Journal d. M. Bd. XIX. Hft.1. 

















34 1. Plücker, discussion de la forme generale des ondes lumineuses. 


Desiguons par a, et &,, (Fig. 1.) les angles que font les deux tan- 
gentes T', T“ et T, T,, communes au cercle et a Vellipse d’intersection dans 
le plan des zz, avec Faxe des z et par , et ‘,, les angles formds par 
les mömes tangentes avec l’axe des z, de sorte qu'on ait: 


Mi; ul. 2 =) V b?— a? 
cosd,, — C0SLt, — c?—a?)? c05Y,, = 08’), = un =); 
Alors l’&quation prec@dente peut 8’Ccrire ainsi: 
(V’— BEE um 
' PP Eu 
(c’- a”) [(cosy, c0sI + cosa, cosg)’+ cos’4][(cos’y,,cosI+cosz,,cos()’+ cos’n]. 
Mais, suivant la formule connue, qui donne l’angle des deux droites mo- 


yennant les trois angles que chacune d’elles fait avec les trois axes des 


coordonnedes, on a 

cos’, c0s$ + Cosa, cosg = cose, c08Y,,008.I + cosa,,cos? — cose; 
en nommant e et e’ les angles que fait la perpendiculaire au front de 
l’onde avec la direction des tangentes 7,7’ et T,7',. Nommons enfin % 
et %‘ les angles que fait la m&me perpendiculaire avec les deux axes Op» 


tiques; ces axes Etant respectivement perpendiculaires aux deux tangentes 


et en möme temps ä l’axe des y, l’on a 
cos’n +cos’e+cos®Ww = 1, cos’n-+cos’e+cos’y' = 1, 


d’ou 
n nn» . . 
cos®’n-+cos’e = sin’y, cos’n+cos’e‘ = sin’W', 


Apres avoir fait les substitutions ainsi indiquees et extrait la racine carree, 
l’on obtient finalement l’@quation qui suit: 
2. WP—V = (“—a)siny sind‘. 

On voit que les deux vitesses ne sont jamais €gales, except6 le cas, 
ou Fun des deux angles w et W disparait. Le front des deux ondes qui 
suivent la m@me direction est alors perpendiculaire a l!’un des deux axes 
optiques HH et H,,H". 

Si le front des deux ondes est perpendiculaire au plans des xz, 
une des deux vitesses est constante et @gale a d. Veut-on que ce soit 
noles Y et W’ que jusqu’ä 7, il vient 


V,, et ne fait-on croitre les a 


3. 7 = V%+(@—a)sin dsiny, 
ou il faut prendre le signe +, sila perpendiculaire abaissee du centre sur 


le front de l’onde tombe entre OH et OEL, ou leurs prolongements, tam- 
dis qu'il faut prendre le signe —, si elle tombe entre OH et OH’ ou entre 


leurs prolongements. Dans le premier cas l’onde extraordinaire devance 
l’onde ordinaire, dans le dernier cas le contraire a lien. 
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Si le front des deux ondes est perpendiculaire ä Yun des deux 
plans, qui bissectent les angles des deux axes optiques, c’est-ü-dire s’il est 
perpendiculaire au plan des zy et des yz, l’une des deux vitesses est 
encore constante. Considerons l’onde perpendiculaire au plan des zy et 
posons en cons&quence dans l’&quation (1.) 

cos$% = 0, eos’e-+cos’y = 

il viendra 

| r—V, = +[c— (a c0os’y-+-b’cos’{)], 
ou il faut prendre le sigue —, si l’on veut que V,, soit constante, Il 
en r&sulte, 

”=0, 7 = dcs’y+ broos’l, 

de sorte qu’on obtient ind“pendamment l’une de l’autre la vitesse de l’onde 
ordinaire et celle de l’onde extraordinaire. L’onde ordinaire devance tou- 
jours Fonde extraordinaire. La construction de la vitesse de l’onde ex- 
traordinaire est lide par la derniere dquation ä la propridt6 suivante de 
l’ellipse (celle d’intersection dans le plan des xy) „que si l’on projette 
les deux demi-axes sur Tune quelconque de ses tangentes, la somme 
des carrds des projections est ©gale au carr& de la perpendiculaire, abaissde 
du centre sur la m&me tangente.” 

Pendant que, perpendiculairement au plan des zy, l’onde ordi- 
naire devance constamment l’extraordinaire, au contraire, les ondes &tant 
perpendiculaires au plan des yz, c’est l’onde extraordinaire qui d@vance 
l’ordinaire, 

38. Suivant l’equation (1.) du numero 7. on a 

r .. 2)? 2 2 2 2 
ug CHEN hot. 
= (@+3)00°I4+ (0 +e)cosy+d'+0) os‘, 
En faisant attention que 


c08?I + c08’7 + cos?‘ = 1, 
cette &quation peut s’ecrire ainsi; 
:+P = @+0) + — 0) 008° (EC —) 008° 
Rn 2 —_.c? ce? —b2 i 
= +) +(®— a) H—— cos? d— 3 gs 008 9) ' 
Si lon nomme a’ et a“ les deux angles que font les deux axes optiques 


OH'‘ et OH‘ avec laxe des z et ‘y’ et 'y” les angles que font les mömes 
axes avec l’axe des 2, l’on a 


an b? — a? 0? — 52 
cosa’ = oosu’ = + ve). —cosy = cosy’ za = ;)- 


ce? — a? 








= 
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Il suit delä 
E+nr= 
(a’+c°) + (e’—a)[cos@’ cosg -+ cos ’y’ cosX ][co8#“ cos? + cosy“ cos$] 
et enlin 
4. FF +NV = (+0) + (— a) cosycosW'. 
Si successivent l’on ajoute & cette dquation et en rötranche l’&qua- 
tion (2.) du numero precedent, on obtient: | 
v,, Fr. = 3l@a + €) + (ce —a’)(cosb cosW' + sin dsin!)] 
et par des trausformations trigonometriques faciles, 
5. 7,7 = 4l@ +0) + (ea) os FW] 
= — (”— A)sn’L(VFY) 
Cette Eequation donne scparement la vitesse de chacune des deux ondes; 
son discussion n’offre aucune difhculte. 


39. FVitesse des rayons lumineux dans linterieur du crystal. — En 


mettant dans les dev@loppements des deux num£ros pr&c&dents a la place de 


n >) n En 1 1 1 . . * . 
a’, b', c* leurs valeurs inverses —;> 75> > Al faut substituer ä la direction 


de la perpendiculaire abaissee du centre sur le front de l’onde celle du 
rayon lumineux, ä la vitesse de l’onde Yunite divisee par la vitesse du 
rayon et enfin aux deux axes optiques les deux lignes droites M,M' et 
M,,M' , diametres communs au cercle et ä lellipse d’intersection dans le 
plan des xz. Ainsi on obtient, si Pon nomme P, et P,, les vitesses des 
deux rayons, qui se confondent dans une möme direction, et ® et ®’ les 
deux angles que fait cette direction avec les deux lignes droites M,M’' 
et M,,M": 
6. >. 3 = + (3—-;) sin® sin®’, 
Pa TetTz 

Ce thloreme est dü aMr. Riot. Je le trouve enonce sans d@mon- 

stration dans le Trraite de la lumiere de Mr, Herschel No. 1018, ainsi que 


dans les Philosophical Tracts. de Mr. Airy, 2"" ed. p. 352. 


Dans chacun des plans des eoordonndes la vitesse de Tun des 
rayons est constante et €gale a la vitesse de F’onde correspondante; c’est 
ce qui constitue Fonde ordinaire. La vitesse de Pautre rayan est deter- 
mindo par les rayons vecteurs de Tlellipse d’intersection dans ce m&me 
plan. L’on a ainsi, par exemple pour les rayons lumineux renfermds 
dans le plan des axes optiques: 
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= r = +45) sin ® sin ®', 
ou bien encore: 
1 cos? cos? 
Pr mg a? + za: 

Remarquons enfin qu’il peut arriver que la vitesse du rayon extraor- 
dinaire surpasse celle du rayon ordinaire qui suit Ja möme route, tandis «que 
l’onde extraordinaire correspondante marche plus lentement que l’onde or- 
dinaire. C’est ce qui a lieu pour les rayons situds entre O/ et OM”. D’un 
autre cotes il peut arriver que des deux ondes, qui suivent la möme route, 
l’ordinaire surpasse en vitesse l’extraordinaire, tandis que le rayon ordinaire 
correspondant retarde sur le rayon extraordinaire. C’est ce qui a lien, si 


perpendiculaire abaissee du centre sur les deux ondes parallcles est situde la 
entre OQ et OH”. 


40. Les formules obtenues dans le numero 38,, se transforment 
par les m&mes substitutions dans les suivantes: 





Pt pr = lat) (a) den, 
m meta. 


Ce dernier r&sultat appartient ä Villustre Frresnel (Biot, Precis elementaire 
de physique. Troisieme &d. vol. II. p. 259.). 


41. Le front d’une onde elant donne: delerminer les plans de vi- 
bralion au moyen des deux axes opliques. — Soit l’ovale de la figure 9. 
une section diametrale quelconque de la surface d’elasticit@, VV son dia- 
metre maximum, V'V‘ son diametre minimum. Les deux plans de vi- 
bration seront alors ceux qui, @tant perpendiculaires au plan de la figure, 
le coupent suivant VV et V’V‘. Les deux sections circulaires de la sur- 
face coupent Povale suivaat deux diametres KR et K’K’ qui, dtant tous 
les deux &gaux ä 25, feront n&cessairement des angles egaux avec chacune 
des deux lignes droites VV et V’V’. Les axes optiques sont perpendi= 
culaires ü ces sections circulaires, Tinclinaison de celles-ci sur le plan de 
lovale &tant dependante de la position de ce plan. Si l’on construit deux 
plans respectivement perpendiculaires aux diamctres KR et KK’, chacun de 
ces plans passera par la normale au plan de la figure et en outre par un 
des deux axes optiques. Ils couperont l’ovale, ü laquelle ils sont perpendi- 
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culaire suivant les deux lignes droites UU et U’U’, qui font des angles 
egaux avec chacun des deux diametres VV et V'V", Ä 

Le front d'une onde etant donne, les deux plans de vibration cor- 
respondants divisent en deux parties egales les angles que forment les 
deux plans, dont chacun 'conlient, outre la normale au front, un des 
deux axes optiques, 

Cet elegant theoreme est dü ä la sagacitE de Mr. Biot; on en 
trouve une demonstration a l’endroit cit@ de louvrage de Mr. Airy. 

42. Un rayon lumineux etant donne, determiner.les plans de vi- 
bralion au moyen des deux normales aux sections circulaires du premier 
ellipsoide. — Dans un numero precedent nous avous fait voir, que le plan 
de vibration passe en m@me temps et par le rayon lumineux et par la 
perpendiculaire abaisscee du centre sur le front de l’onde, et qu’en second 
lieu, il coupe les deux sections correspondantes de la surface d’elasti« 
cit@ et du premier ellipsoide, chacune suivant l’un de leurs diametres 
mazimum- minimum, en etant perpendieulaire & toutes les deux. L’on ob- 
tient done, en remplacant dans les considerations du numero precedent 
la section diam£trale de la surface d’ClastieitE par une section diametrale 
du premier ellipsoide, cet autre th&or&me: 

Un rayon lumineux elant donne, les deux plan de vibralion cor- 
respondants divisent en deux parties egales les angles formes par les 
deux plans, dont chacun contient, outre le rayon, une des deux normales 
aux sections circulaires du premier ellipsoide. 

Conform&ment au numero prec@dent, les plans de vibration des 
deux rayons, dans lesquels se divise un rayon exterieur, en entrant sous 
l’incidence perpendiculaire dans le crystal, se coupent ä angles droits. 
D’apres le present numero la möme chose a lieu, quant aux deux rayons, 
dans lesquels se divise un rayon interieur, en sortant du crystal. 

43. Double refraction suivant le principe de Huygens. — Lors» 
qu’une onde lumineuse, se propageant dans l’air, vient frapper la surface 
d’un crystal, elle exeitera dans tous les points, ou son front la rencontre 
des ondes partielles, tant ä l’exterieur du erystal dans l’air, que dans son 
interieur. Les unes, de forme spherique, seront enveloppees, dans un 
möme instant queleonque, par un plan; c’est le front correspondant de 
l’onde reflechie. Les autres prennent de formes dependantes de la position 
des trois axes d’ClasticitE dans le crystal et de la grandeur des Elastieites 
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suivant ces axes. Dans un instant quelconque les surfaces de ces ondes 
seront enveloppees par deux plans: diflerents, qui constituent les fronts 
eorrespondants des deux ondes refractees. Il suit de ce principe, origi= 
nairement dü & Huygens que, dans un möme instant quelconque, le front 
de l’onde incidente et ceux des ondes r£ilechies et refractdes, vont couper 
la surface du erystal, que nous supposons plane, suivant une m&me ligne droite. 

Soit AA (Fig. 10.) la surface du crystal, FO le front de l’onde 
incidente, tous les deux perpendiculaires au plan du papier, de sorte que 
ce plan soit celui d’incidence pour le rayon Jumineux RO, perpendiculaire 
au front de londe en 0. Designons par r,—r lintervalle de temps, 
qu’emploie le front de l’onde pour passer de F'O ü la position nouvelle 
F'0', Apres cet intervalle, ü l’Epoque 7,, les ondes partielles excitdes 
dans Pair autour de chaque point de la ligne droite, perpendiculaire au 
plan du papier en O, seront des spheres dont le rayon est &gal ü 0G, 
c’est-A-dire egal A 7,—7T, si nous prenons pour unit de longueur la 
vitesse avec laquelle la propagation a lieu dans l’air. Pendant ce möme 
intervalle une onde lumineuse s’est form&de dans l’interieur du crystal 
autour de chaque point de la perpendiculaire en O, ayant pour vitesses 
suivant les trois axes d’elasticite: a(r,— 7), d(n—r), e(n—r). Les di« 
mensions des deux series d’ondes partielles, exterieures et interieures, 
telles quwelles sont a l’Epoque 7,, diminueront done proportionellement ä 
7,—T, c’est-ä-dire a mesure que le front de l’onde primitive s’approche 
de la position #0’, de maniere que les ondes, excitees dans les diff@rents 
points de la perpendiculaire en 0’, se r@eduisent ü des simples points. Il 
en resulte, les €quations des ondes @tant homogenes, qu’ä l’Epoque 7,, 
toutes ces ondes sont enveloppdes par des plans, passant par la perpen- 
diculaire en 0. Pour les obtenir, l’on n’a qu’a construire les plans qui, 
passant per cette perpendiculaire, touchent la surface d’une onde partielle 
quelconque. Nous prendrons, en nous bornant aux ondes interieures, 
celle decrite autour du point 0. Les deux plans tangents VED, O'E'D', 
perpendieulaires au plan d’incidence, sont, ä lPepoque 7,, les fronts des 
deux ondes röfractdes, tandis que les deux rayons vecteurs OE, OE', 
passant par les deux points de contact E, E’, sont les deux rayons dans 
lesquels se divise, par la refraction, le rayon incident RO. 

Dans. le cas g@neral aueun des deux rayons refractes se trouvera 
dans le plan d’iueidence. Les deux plans de vibration ODE, OD E‘ sont 
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ceux qui passent entre les deux rayons OE, OE’ et les deux perpendicu- 
laires OD, OD’, abaisses du centre O (dans le plan d’incidence) sur les 
fronts des deux ondes refraotdes, 

Lorsque le plan d’incidence eontient ou les deux axes optiques, 
ou fait des angles &gaux avec ces axes (c’est-ä-dire lorsque ce plan 
coinecide avec l’un des plans des coordonndes): les deux rayons refrac- 
tces se trouveront tous les deux dans le plan d’incidence. La vitesse de 
"un sera constant, de quelle maniere, qu’on incline le rayon ineident sur 
la surface du erystal; le plan de vibration correspondant sera perpendicu- 
laire a celui d’incidence. La vitesse de l’autre rayon changera avec l’in- 
clinaison; le plan de vibration correspondant se confondra avec celui d’in- 
cidence. Pour les deux rayons r£fractes les plans de vibration seront 
done perpendiculaires entre eux. 

Ouant ä Pincidence perpendiculaire, la construction pr&c@dente se 
rCduit a celles des deux plans tangents a la surface de l’onde partielle, 
deerite autour da point ©, paralleles entre eux et au front de l’onde 
incidente. Les deux plans de vibration pour les deux rayons refractes 
sont, dans ce cas, perpendiculaires entre eux, quelle que soit la surface 
du erystal. 

44. Surface of wave slowness. — Nous avons trouve plus haut 
l’Cquation 

VA CB+HEVC)A2+BR+C) 
—ECLHNLHaEH+HB + +E)C) + = 0 
pour determiner, dans le cas le plus g@n@ral, la surface de l’onde par ses 
plaus tangents, A, D, C designant les valeurs inverges des segments, qu’un 
tel plan intercepte sur les trois axes des coordonnees. En remplagant 
ces vaviables par 2, y, z, l’&quation resultante en coordonnees rectangulaires 
Ge +acy tab 2a? +y°-+2°) 
Greta Herta rN)F)ti= 0, 
representera, suivant le numero 8., la surface polaire r&eciproque de celle 
de l’onde, par rapport ä une sphere, dont le rayon est Egal & Lunite. 
L'on parvient ä la möme &quation si dans l’equation de F’onde 
@+ON HE Hy +2) 

- EHE HEHE LHERHNT) HERE = 0 
on remplace les trois constantes a’, 5°, c’ par rw a; a, De la on 
tire le theoreme suivant: 
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Les surfaces de deux ondes telles, que les trois axes (vilesses 
principales) de lune soient Tinverse des axes de Tautre, sont polaires 
reciproques, par rapport a une sphere dont le rayon est egal a lunite. 

Tandis que les rayons vecteurs de l’une des deux surfaces repre- 
sentent la vitesse des differents rayons lumineux, ceux de l’autre sont 
egaux A lunite divisee par la vitesse des ondes planes correspondantes. 
Tandis que les perpendiculaires abaissees du centre sur les plans tangents 
a Tune representent la vitesse des ondes planes, celles abaissees sur les 
fronts de l’autre sont @gales ä lunite, divisee par la vitesse des rayons 
correspondants. es relations sont tout-ü-fait r&ciproques *). 


45. Construction de M. Hamilton. — La determination des deux 
rayons refractes exige, d’apres le numero 43., qu’on construise les deux plans, 
qui, passant par la ligne droite, perpendiculaire au plan d’incidence en ©‘ 
(Fig. 10.), touchent la surface de londe. En general, il sera plus facile ü 
construire les poles de ces plaus tangents. On obtient ces poles, en cher- 
chant les points ou la ligne droite, polaire r@ciproque de la perpendicu- 
laire contenue dans les plans tangents, coupe la surface polaire reciproque 
de Ponde. Prenons pour unit@ le rayon O@ = OL de l’onde sph£rique, 
d’cerite autour du point d’incidence 0. Par rapport ä cette sphere, la 
ligne droite @L, contenue dans le plan d’incidence et passant par les deux 
points @ et Z, ou le rayon incident RO et le rayon OL coupent la sphere, 





*) Je dois conelure des indications donnees par Mr. Lloyd, dans son excellent „, Report 
on the progress and present state of physical optics.” (London, 1835) que la surface 
polaire r&ciproque de l’onde luminense, par rapport a une sphere, dont le rayou est egal A 
P’unite, soit preeisement celle, que Mr. Hamilton a nomme „surface of wave slowness." 
N’uyant Aaucune connaissance du memoire de M. Hamilton, je me berne a emprunter dn Re- 
port la construction suivante dont je n’y trouve que le simple &nonc£. 

se. » they lead to a very elegant construction for the reflected or refracted ray, which is, 

„in most cases, more convenient then that of Huygens. That when a ray proceeds from 

„air into any erystal, whe have only to coustruct the surfaces of wave slowness belou- 

„ging to the two media aud having their common centre at Ihe point of incidenee. Let 

„the incident ray be then produced to meet the sphere, which represenis ihe normal slow- 

„ness of the wave in air; and from the point of intersection let a perpendicular be drawn 

„to ihe reflecting or refracting surface. This will cut the surface of slowness of the re- 

„Neeted or refracied waves in general in two peints. The lines connecting these points 

„with the centre, will represent the direction and normal slowness of the waves; while 

„the perpendiculars from tbe centre on the tangent planes, at the same points, will re- 

„present tbe direction and slownes of the rays themselves.” 

L’on verra que cetie construction revient a celle da numero suivant, si l’on entend par 
slowness Vunits divisce par la vitesse. 


Crelie’s Journal d. M, Bd, XIX. Hfl. 1. N 














42 1, Plücker, discusssion de la forme generale des ondes lumineuses. 


est polaire r&ciproque de celle qui, en O’, est perpendiculaire au plan 
d’incidence (numero 12,). Delä resulte la construction suivante. 

Construisez autour du point d’incidence la surface spherique de 
l’onde propagee dans l’air, et, par rapport ü cette sphere, la surface polaire 
r&eiproque de V’onde, decrite autour du m&me point dans l’interieur du 
erystal. La ligne droite, passant par les deux points @ et Z, oü le rayon 
incident ROG et le rayon reflechi OL rencontrent la sphere, coupera en 
general la surface polaire en deux points K et K’. Les fronts des deux 
ondes refractees sont perpendiculaires aux rayons vecteurs OK, OK‘; leur 
witesse (OD, OD’) est Egale ä Vunit& divisee par ces rayons vecteurs. Les 
perpendiculaires, abaissees du centre sur les plans tangents & la surface 
polaire de l’onde, donnent la direction des deux rayons refractes, dont la 
vitesse (OE, OE') est @gale ä l’unit& divisee par ces perpendiculaires. 

46. La surface de londe a sa propre polaire reciproque. Si de 
l’&quation rapportde dans le numero 44.: 

GOLD + RVP O),2+B+O) 
— CH HSLL+LE@EH+NBEH+R@+NMCO) HI = 0, 
nous @liminons A, B, C au moyen des trois Equations suivantes: 

1. 2? — x, eceB — y, eRO — 2?, 
’&quation r@sultante en 2, Y et z representera, d’apres le numero 9., la 
surface polaire de celle de l’onde, par rapport ä Vellipsoide 

oc? ‚2 z? 

2. — +; +;=) 
dont les trois demi-axes sont egaux ä Y (bc), y(ac), Y(ab). Mais l’equa- 
tion obtenue par l’@limination indiquee: 
++ Hty +) 
— (EL) HU HOP? HI)2) Fade — 0, 

n’est autre chose que celle de la surface de l’onde elle m&me. Ainsi se 
presente ä nous le theoreme Elegant suivant: 

La surface de londe est sa propre reciproque, par rapport a un 
ellipsoide, dont les trois axes sont moyenne: proportionelles entre les pro- 
duits des trois axes du premier ellipsoide, pris deux a deux. 

Ce theor&me constitue, quant ü l’optique des cerystaux, une espece 
de duplicite, ou (pour me servir du mot de Mr. @ergonne, sans lui pröter 
cependant aucune signilication me&taphysique de dualite): les phenomenes 
se pr&sentent par couples, de sorte que Fun de chaque couple se dednit de 
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l'aufre au moyen de l’ellipsoide directeur (2.). Il repond ä chaque point de la 
surface de lF’onde un plan unique qui la tor:che, et par cons&quant ü chaque 
rayon lumineux interieur, aboutissant ü ce point, le front d’une onde in- 
törieure unique, ou encore un rayon exterieur unique, perpendiculaire ä 
ce front dans le point de contact. Aux points singuliers de l’onde r&pon- 
dent ses plans singuliers; ce qui se voit directement, les points en question 
Gtant determinds par les Equations 

cy(’— ua). Atay(®—dB).C+yV(®—a) —= 0, 
qui, moyenant les @quations (1.), se transforment dans les suivantes: 

vB—a).ery(—b).ztbvVv(—a) = 0, 
qui sont celles des plans singuliers. Les perpendiculaires aux plans siugu- 
liers jouent done, par rapport aux rayons lumineux sortants, le möme röle 
que les diametres passant par les points singuliers, par rapport aux rayons 
entrants. Les unes et les autres, souvent confondus, se disputent le nom 
d’axes optiques. Aux cönes tangents dans les quatre points singuliers, 
repondent les courbes de contact dans les quatre plans singuliers, de möme 
qu’ü ellipsoide unique, enveloppe par les quatre cönes, leellipsoide conte- 
nant les quatre courbes de contact (numero 11.). Les deux belles ex- 
pcriences de Mr. Mr, Hamilton et Lloyd se determinent l’un par l’autre 
au moyen de leellipsoide directeur (2.). 


47. Troisieme construction des deux rayons refractes. Je termi- 
nerai ce memoire par deduire du theoreme du numero precddent une 
construction nouvelle des rayons refractes, qui me parait la plus simple 
possible parmi celles, qui se lient au principe de Huygens. 


Construisez, par rapport ü lellipsoide directeur, la ligne droite 
polaire de celle qui est perpendiculaire au plan d’incidence en 0. Hülle 
coupera la surface de londe, decrite autour du point O, en deux points. 
Les deux lignes droites qui vont du point O aboutir a ces points, seront 
les dew.c rayons refracles; tandis, que les deux plans, qui, conienant la 
perpendiculaire en O', passent par ces deuc memes points, seront les 
fronts des deux ondes planes correspondantes. Enfin il a eid demontre 
dans ce qui precede, que les deux plans de vibralion sont ceux qu’on ob- 
tient en conduisant par les rayons lumineux des plans perpendiculaires 


aux fronts des ondes correspondantes. 
6 # 
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Le m&moire qu’on vient de Iire, fera naitre d’autres, ayant pris 
naissance lui m&me dans le L-‘au Memoire intitule „On the phenomena 
presented by light ın ds passage along the axes of biaxal eryslals by 
ihe rev. Humphrey Lloyd, etc. From the seventeenth vol. of the trans- 
actions of the royal Irish Academy. Dublin, 1833.” que je dois a lex- 
tr&me bienveillance de Yauteur. 

Aucune experience de physique a fait tant d’impression sur mon 
esprit, que celle de la refraction eonique. Un rayon de lumiere unique 
entrant dans un crystal et en sortant sous l’aspect d’un cone lumineux : 
c’etoit une chose inouie et sans aucune analogie. Mr. Hamilton Vanonca, 
en partant de la forme de l’onde, qui avoit &t@ deduite par des longs 
calculs d’une theorie abstraite. J’avoue que j’aurois desesper& de voir 
confirm& par l’exp£rience un r&sultat si extraordinaire, predit par la seule 
theorie que le genie de Frresnel avait nouvellement cer&&e. Mais Mr. Lloyd 
ayant demontre que les expe£riences Etoient en parfaite concordance avec 
les predietions de Mr. Hamilton, tout pr&jug® contre une theorie, si mer« 
veilleusement soutenue, a dü disparaitre.. En m&me temps la forme ge- 
nerale, indiquce aux ondes lumineuses par Fresnel a dü acquerir une 
importance toute partieuliere. C'est seulement dans ce dernier temps, 
que jai pu m’en occupper. D’apres le Report, cit& plus haut, outre 
M. Hamilton, un autre geometre irlandais s’en est dgalement occupd; je 
n’ai pu me procurer le travail ni de !’un ni de l’autre de ces g&ometres, 
J'ai cite tout ce qui etoit ü ma Connoissance, 


Bonn, Avril et Mai 1838, 
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2. 


Theorie der Modular-Funetionen und der Modular- 
Integrale. 
(Von Herrn Dr. Gudermann zu Münster. ) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. im Isten, No.10. im 2ten, No, 45. im 3ten Hefte und No. 21. 
im 4ten Hefte des vorigen Bandes, ) 





Zehnter Abschnitt. 
$. 99. 


Ausdruck von u und elz durch amw in Reihen, welche nach Potenzen des Moduls % 
fortschreiten, 


Bei diesen und den folgenden Entwicklungen der Functionen in Rei- 
hen ist der Gebrauch der numerischen Facultäten häufig; wir werden sie, 
so wie die sogenannten Permutationszahlen, auf dieselbe Art auch hier be- 
zeichnen, wie im ersten Theile es geschehen ist. Dieser Bezeichnung ge- 
mäls setzen wir 

[«] m ala—1)(a— 2) s....(a—n-41) und 

(a, d] = a(a—d)(a—2d) .... (a—(n—1)d); 
[a] = q 
— @+I)at2)(a+3)....(atn) 


er 1 
41 GESCHTSCFIT.. ac) 








und 


m [7] = wi = 1,.2.3...7% 


[0] 
Diesem gemäls erhalten wir 


V(i— R sin? @) . (1—K sin“ 9)” ni S(—1)' [— }. ke, sind und 


vi—Rsin®) = (1—RsinD = S(—1) [4].R° sin”Q, 





wenn der dem allgemeinen Gliede vorgesetzte und sich auf die veränder- 
liche positive ganze Zahl « beziehende Buchstab S die Forderung aus» 
drückt, dals aus dem allgemeinen Gliede die besonderen dadurch herge= 
leitet werden sollen, dafs man «= 0, 1,2, 3, + etc. setzt, um demnächst 
diese Glieder zu einer Reihe in der angegebenen Folge zusammenzusetzen, 
Da nun aber, wenn amu =D gesetzt wird, 
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w; =/ VE sin? @) und el u = / 2p.v(—k sin’ P) 


ist, so erhalten wir zunächst 


= S(—1) [— A ei OQ.sin“® und 


ef °0.sin” ®. 


Das Integral, welches in beiden a Gliedern vorkommt, setzen wir 


J 29.0 = (1) [—3].1°(9), oder auch 


elu = S(—1)° [ 


1, 








Er 1.3.5.7....(2 
J?9-sin“ = 7.6.8... u 2 ,2°(2), und also umgekehrt 
a u 2. 4. n- ..(2e) 
A (9) 2 1.3.5. .(2@—1) JS 29. sin“ 


Machen wir von dieser aaa Gebrauch, so haben wir die Reihen 


u=SI[-1]. 41. 1°(9).%° und 


eu—= S[1 1. IBSOLZ 


welche nach Potenzen des Moduls k oder %? fortschreiten und in wel- 
chen @ = am ist. Die ersten Glieder dieser Reihen sind 


1. u=amu - Alam). Et N ama).%* 43 z £a a N (a ma).A” 
- 22,4 
12.32.52 


+5 6: a - A'(am u). Z°-+- etc. und 








2, du N! (am). I 12 (amu). KR 1 A>lama).k’ 
5 € Gm amS-— >; \ (am %) - .mN (amu). v 22.0 (am). v 
2 33, 52, 7 . 
— 379-635: (amp). K— etc. 





Subtrabiren wir die zweite Reihe von der ersten, so erhalten wir noch 
eine dritte bemerkenswerthe wi nämlich 


3. u—elu = I71(amu).‘? +53 N (ama). "+ ne nt > (am). K 


„1.3? .5°.7 
ENPIWENTE: 





N (amu).k’-F etc. 
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$. 100. 


Erster Ausdruck und Eigenschaften der Hülfs-Function A” (p), mit Bezugnahme auf die 
vorigen Reihen, 


Setzen wir im $. 29. des ersten Theiles *) 9: für %, so erhalten wir 
die Formel 


(2.8in P)” = Br] +2. S(-1[2r]. .c0s(2u0d) für 0, 


Fi i r+a r=& 
welche wir noch ein wenig umformen. Es ist zunächst [?r | = [?r ] 
(r+o)’ (r—u)' 








Ir) . ’ u 
Pin Fe En; ; ferner ist (27) = 2.4.6...(2r).(1.3.5.... (2 r—1)) 


== 7.r. [1; —2] = (—1).T”.r”. —+]; und wird dieser Werth substituirt, 





so erhält man 





g r r a -0 
Ir 1 ar 1 r. r’ BAER Y N gar. | 
fe a aus ” Z ur — 1)’ (rta) er I al: [r] [7]; 


und [? r]= (-1[—3]- 27”, Werden diese Werthe substituirt, so er- 


so erhält man den Ausdruck 

sind = (1). [41 (1428-1) [r]Ir].cos(?2a0)) für a>0. 
Multiplicirt man Sinniten mit D und integrirt auf beiden Seiten, indem 
man auf der linken Seite für J, PD sin”® den Werth (—1)". 1-4]. N(®) 


dem $. 99. gemäls an die Stelle setzt, so erhält man die Formel 
NO = P+Ss-N.ie- ER Mür a>0, 


welche, wenn man die Bezeichnung der Facultäten aufgiebt, also aussieht: 


j r(r—1) sin4p r(r—1)(r—2) sindy 
1. voO= d— 4 nd Enery' 2 HUF" 3 


ie  r(r—1)(r—2)(r—3) sin8p 
ee + He +" 4 
und jedesmal von selbst abbricht, da nach der Voraussetzung 7 eine po- 


sitive ganze Zahl ist. 
Setzt man für = nach einander die Werthe 0, 1, 2, 3 etc., so er« 


hält man folgende speciellen Formeln: 








— etc. , 








*) Dieses frühere Werk des Verfassers, Theorie der Potenzial- oder ceyklisch - byperbo- 
lischen Functionen, wird später oft mit deu Zeichen G,. T. d. P. F, angeführt werden, 
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X"()=P, 
X(9) = P— 35in29, 

2.1 sin&gp 
N) = P—35n2P+ 34.7 3 


. ’ 3.2 sindp 3.2.1 sin6« 
Ne) = P—isin2P4 7,2 18037 > 


n 43 sintp 43.2 nr 4.3.2.1 sin $« 
4 = 9 —4 v. u en F 
ap) = 95294 5 +5078°74 


Us 8e We 














Es hält auch nicht schwer, die Grenze anzugeben, welcher sich diese Aus- 
drücke bei dem Wachsen der Zeigezahl r ohne Ende nähern. Stellen wir 
den Ausdruck für X’(®) also dar: 











1 
Be 1 . u sin&g 
MT a = Dei 
ERST PURE: 
a > zu -) ; I +— eto., 
((+-)(1+2) (147) 


. 1 en Diss A 
und setzen auf der rechten Seite — —0, so erhalten wir für ein un- 
endlich grofses ” den Ausdruck 


X (9) = P—sin?2®-+4sin4P® —4sin6@+4sin8P — sin 109? + — etc., 

welchen wir schlechtweg mit AX(®) bezeichnen. Es ist also 
UP) = P— (sin?®—4sin4® + 41sin6@® — 485in8Q ....). 
Die Summe der hier von ® zu subtrahirenden Reihe läfst sich nach G. 
T. d. P. F. $. 52. leicht finden. Setzt man in der ersten Reihe daselbst 
k = 20:, so erhält man sogleich, wenn nur ® zwischen den Grenzen 
—47z und +17 enthalten ist, 
2. @ = sm?® — sin 49 +141sin6 9 — 1sindQ.... 

und also A(P) = P— 9 oder A(d) =0, für jeden zwischen den Grenzen 
— 17 und +17 enthaltenen Werth. 

Die in $. 99. entwickelten Reihen (1.), (2.), (3.) convergiren also 
immer, wenn ® <[ 47 ist, indem sich die Gröfsen A’(ama), A’(amu), 
N(ama) etc. der Grenze \(amw)=0 nähern, wenn ama® <{47 ist. Da 
nun auch die übrigen Factoren der Glieder in jenen Reihen für sich con- 
vergirende Reihen bilden, so haben wir einen hohen Grad der Conver- 
genz, wenn zumal der Modul A nicht > y+ ist. 
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$. 101. 
Anderer Ausdruck der Hülfs-Funetion A” (p) und Folgerungen daraus, 


Differenzürt man das Product sin”+!® cos®, so erhält man 
Qr-+1)sin”®.990—(2r+2)sin”t?®.20; daher ist rückwärts 


Qr+?) SE9-sin"t® — et ‚29 — sin”t!® cos®. 
0 
2 4. Et: = 


2.4.6.8....Qr)Or+2) 2 
1.3.3.7... @r—N@r+T) for sin’t@p 


RE 7° Re © i 4.6. Mi 
LE en)? Psin”P 7 er „ji HDcosd, 


oder in die einfachere Gleichung 





Multiplieirt man diese Gleichung mit 3,21) > $0 verwan- 


delt sie sich in 











4 r+ BE r 2. 4. 6.8 „«(2r) 
4. OQ=-NPM)—- 13357... 0 Der 





sin”+!®.cos®. 


Dieser Formel gemäls haben wir also die folgenden eleganten Ausdrücke: 
ND=P, 
DD) =d—sindcosP, 
N D)=d—sinDeos®—3sin’®cosd, 


N D)=d—sind cos$®— 3 sin’ Pe0sp— 57 sin‘ "Dcosd, 
N D)=d—sindcosP—3sin’® cos d— 2 = E sin "Deos® 


u. 8 W., 
welchen gemäfs die auf einander folgenden Hülfs - Functionen A°(®), A!(®), 
(DO), aD) ete. auf die bequemste Weise recurrirend berechnet werden 
können. Nehmen wir die Zeigezahl r in A’(D) unendlich, so haben wir, 
dar (DO) nm=r(D)=0 wird, wenn P<{47 ist, die Gleichung oder 
unendliche Reihe 


6. P=sin®eos® +3 sin’Pcos® +57 S sin‘ ’Poosp+ 5: z sin’Peos-+ etc., 
welche dieselbe ist wie die am ai des $. 102 in G. T. d. P. F. auf 
andere Art gefundene Reihe. Sie gilt also, dem vorigen Beweise gemäls, 
so lange ® zwischen den Grenzen —47 und +17 enthalten ist, nicht 
aber in diesen Grenzfällen selbst. Es hat also diese Reihe, wie auch die 
im $.100 gefundene Reihe (2.), eine ausgedebntere Anwendbarkeit als die 
bekannte Reihe 
oO = tang® — Itang’P + Ftang’P — }tang’® + etc., 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hft.1. 7 


an 
. 
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welche nur dann anwendbar ist, wenn ® nicht > 7 ist. Die Reihe (6.) 
convergirt unter den erwähnten drei Reihen am raschesten, und die Aus- 
drücke (5.) oder eigentlich P—X (DD), D—X(O), O—N?’(O), P—N’(D) etc. 
sind gerade die auf einander folgenden Summen der ersten Glieder der 
Reihe (6.). Setzt man 47—D für ®, so erhält man 


. . > . 2. r . 
N Ar—PD) = 47 —D—cosd sind®—3cos’Psin®—Z— cos’ ®sin® und 


r. 


ol 





er 


\ . . R 2. ’ z 
(740) = 17 +-D-+c0sdsin® +3 c0os’® sin ® +3" cos’ ® sind, 


woraus durch Addition YM(47—P) + N’ 47 +9)=7 folgt. Ganz eben so 
zeist man, dals überhaupt 
17. NAar—-D+N(1r7+Dd) = Ts 
und wenn man 7 unendlich grols nimmt, auch 
“Ir —PO) +r1tr+D =7r ist; und da Alr—D) = 0, 

so ist auch A709 =7, wenn ® positiv und zwischen den Gren- 
zen O und 47 enthalten ist. Aufserdem ist noch A(7)=7. Setzt man 
in der Gleichung (7.) 37—D für ®, so erhält man 

Xa—Dd) NND =7r, also 

NX(#+%) = z#+X’(®), folglich überhaupt 

8 Var +D) = na NND), 

wo n eine ganze Zahl bezeichnet. Nimmt man r unendlich, so hat man 


9. Anz -4-D = nam. 
2.4.6.....(2r) 








Zusatz. DaornV)= 1.3.5... m” 9.09 ist, so erhält 
man, wenn man 47—D für D setzt, 
ze 
eDd.co’d = — 2 ERN 2, Vorür—0). 


2.4.6... (2r) 
Integrirt man also, so entsteht 


in : 
29"? = 2.4.6... an (ons. 4r—0)). 


Da der Ausdruck auf der rechten Seite für ®=0 verschwinden soll, so 
erhält man const.=N’(17)=+47 und also 

/ :® ‚co”O — 1.3.5 Zt (2r—1) .d #—- NAar—D). 

Jo 2.4.6... (2r) u. 2 

Anmerkung. Wegen der zahlreichen Anwendungen, welche von 

den Functionen A'(®), A’(D), A’(O), A(®) u.s. w. gemacht, und we- 
gen der Leichtigkeit, mit welcher ihre Werthe nach den Formeln (5.) 
berechnet werden können, wäre es sehr zweckmälsig, wenn Tabellen da- 
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von verfertigt würden, zumal da diese eine leichte Interpolation gestat- 
ten werden, und es nicht nöthig sein wird, die Zunahmen der Amplitude ® 
schr klein anzunehmen. Weiter unten werden die erwähnten Functionen 
in noch wichtigeren Beziehungen zur Anwendung kommen; wodurch das 
Bedürfnifs solcher Tafeln noch fühlbarer werden wird. 


$. 102, 
Ausdrücke der Quadranten X und E durch den Modul % und die Gröfse 9 = aresin(k). 
Setzen wir in den Formeln (1.), (2.) und (3.) des $. 99. jetzt 
amz—=17, so verwandelt sich 4 in X, elu in E; ferner ist A! (am) 
— N (amu)=N’(amu) ete. = en Hiernach haben wir also die Reihen: 


12.32.52 „. „ 12.32.53, 
1. K=ır. (+ 5- E45 PER gu ggg T 32,92,0:.88° 3. k+ete.), 














au a, Page? 
2 E=yr.(l1— Le = 22. 62 en 92, 22. 6? ‚8 .k° —ete.); 
12.3 12.32.5 12 .3? 
Ie K—E un Ir(: R’-+ nz. Kr 92 2426 .K + 92, 42, u. ‚+ etc.) 


Setzt man in diesen Formeln — statt des Moduls %, so verwandelt sich, 


nach dem Zusatze 2. zu $. 31l., der Quadrant K in AK und nach $. 68. 
E 
TL daher erhalten wir noch 

1? x? 12.32 xt 12.32.52 x® | 1?2.32.52.,7° 70 


verwandelt sich E in 








/ ._ FEN, SIT. 8 ee m 323 Me Wi 
4. h ır(1 va tye minor net), 








u ( 1 m 4123 re , 12.325 re 12.32,52.7 x 
ar 


. „art pmnmem tom mn ER 


Diese Reihen convergiren nicht so rasch als die vorigen, da — ;>k ist. 


Zusatz. Setzt man k=sind, also k'=.cos?; nnd "+4 =4r, 


nn Wı . 
also k = cos5’ und A’ =sin$’: so ist Nee". Setzt man aber 
._;7 
= me statt des Moduls A, so verwandelt sich nach $. 50. der Qua- 


K—iK K—iK j Fe 
drant K in } en Fr 4 4 2 ), Macht man diese Substitution in der 
e » 








Gleichung (1.), so erhält man 
13,39 


K—-iK =r (ee ei u 7 Dia ar er ri ete.). 
Da nun überhaupt ei — eos(n$')—isin(nd‘) ist, so erhält man zwei 
Reihen; die eine reelle ist = K, die andere, mit © multiplieirte, ist = — 2A’: 
daher ist 


7* 


ete.). 
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K= # (cost" Bu 100850 + 5 cos 96 + m E - 05139’ + etc.) und 


K'= # (sind +55 sin 58° 4 55745 sin 98 + 59775 sin 139° + ete.). 


Vertauscht man also $° mit 9, so verwandelt sich die eine Reihe in die 


andere; wie es auch sein mufs. F en man nun wieder # ein, so erhält man 


K= # (sind + 5; sind + 5, 7; sin 9 +0 sin 139 + etc.), 


worin 6 =arcsin (k) ist. Es versagt diese Reihe indessen, wenn man J=0 
setzt; denn für d$=0 (also auch k=0) mülste X= 17 werden, und die 
Reihe giebt K=0. Ueberbaupt wird man wegen un; langsamen Conver- 
genz dieser nur zwischen den Grenzen $=0 und d=17 gültigen Reihe 
keinen Gebrauch von ihr machen können. 

Aus diesem Grunde übergehen wir auch die Herleitung einer ähn- 
lichen Reihe für den Quadranten &. 

Anmerkung. Auch die Convergenz der Reihen (1.) und (2.) 
wird schwach, wenn sich der Modul % der Grenze Eins nähert. Setzen 


wir wirklich k=1, so ist nach @. T. d. P. E. $. 62. = die Grenze, 


welcher sich die numerischen Coeffhicienten in der Reihe (1.) ohne Ende 
nähern. Einen höhern Grad der Kleinheit erreichen sie also nicht, und nur 
so ist es auch erklärlich, dals die Summe jener Reihe, oder K selbst, un- 
endlich wird, wenn man k=1 setzt. Die Convergenz der Reihe (2.) ist 
etwas rascher, wenn Ä=1 gesetzt wird. 


$. 105. 


Reihe für den Quadranten X’, welche desto rascher convergirt, je gröfser der Modul %’ 
dieses Quadranten ist. 





Da nach $. 56., wenn der Modul A’ wenig von Eins verschieden 
ist, der Quadrant A’ durch die Formel 


> 4 
K'=log- + 2loegy(1— A) 
ausgedrückt wird, so kann man schliefsen, dals der allgemeine Ausdruck 
von K‘ durch A die folgende Form haben werde: 


K'= P.log + 0, 
wenn man sich nemlich unter P und ® Functionen von Ä in der Gestalt un« 


endlicher Reihen vorstellt, welche so beschaffen sind, dafe P=1 und 0=0 
wird, wenn man k=0 setzt, Sehen wir Ä’ als eine Function des Mo» 
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duls k an, so haben wir die Differenzial- Gleichung (11.) im $. 92.’ 
g2K 1-32 9K 5, 
Ad). 7a rt a K=0 
anzuwenden und darin den fivgirten Ausdruck von K’ zu substituiren. 


Durch Differenziiren finden wir 
aKX _ pP oo pP 
Fer Fee 
eK’ tr ab 2 ap pP 
am = mer rt ae rar Ti 
Durch Substitution erhalten wir also die Gleichung 


nu 4 
[1a-9.5 + a En 























k 
‚ 0°0 Bul.; % TER 
77 2 O+U-R)(E 7) | na -P=0. 


Setzen wir den Coeffhizienten von log für sich = 0, so entstehen die 


beiden NENNE. 














1—3x? oP 
1. dm. + 5 P=0, 
2 1 — 3k? ‚eg 91—rı) OP 
. dB). 555 k 7 0+2P-77 = 


welche aber auch zur Bestimmung von P und Q hinreichen, 

Da der ersten Gleichung gemäls P als Function von % eben so 
von diesem Modul abhängt, wie der Gleichung (3.) im $. 91. gemäß K 
von demselben Modul, so schliefst man, dafs P=.a.K sein werde, 
wenn durch a eine Constante vorgestellt wird. Da aber für k = 0 
P=1 werden soll, und der Quadrant X =1!7 wird, so ist 


1=a.ı7 oder o=;,-, 
und also u 
Pp=-#=-_, 
zT N 
Substituiren wir die Reihe (1.) im $. 102., so erhalten wir 


1 1? 2 12.3? 1? 3?, 5 6 1? „3? ‚523.7 n 
1=-Peltgktgaktg RER tete, 


und dieselbe Reihe kann auch leicht mittelst der Gleichung (1.) hergelei- 


tet werden. Setzen wir der Kürze wegen 
12 2 12,33% 3 12,32,52 


1 
ua — 229 am 93,4% y uı= 23,.42,6° etc., 


so dafs 
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> e Y 49 rn9 ı q 3 .n n 4 PN Pr 5 % 
"Aa er; 4.a= J.4, G,.u= ld, 5.u= .d, 10°.0u. = 9.a eto. 
ist, so ist 
in 1,, v “_ 
— 1+akh’+akt talk Hal + ete. 

Wiiren die drei ersten Glieder der Gleichung (2.) für sich = 0, so könnte 
man schlie[sen, dafs Q nur um einen constanten Factor von P? verschieden 
sei. Da übrigens Q für k=0 selbst =0 werden soll, und wie man 
leicht übersieht, nach Potenzen von A? ebenfalls fortschreitet, so setzen wir 


0 = ayl: 1 ayk + avi + ayl + ayk" 4 eto. 
Substituiren wir diese Reihe und ihre Differenziale in den drei ersten 
Gliedern der Gleichung (2.), so erhalten wir, nach einer leichten Reduction, 


0° 1—53ı2 00 
is rien, 


di v3 a yy)R +5 aw—y)k® +7? 2a) I + 9° ay—y) k + etc. 
Ferner erhalten wir durch die Substitution der Reihe P den Ausdruck 
2(1—x) OP I: ., ZB a 9 4 
2P — — ; = 1 + 7a. R° +74h% Tz4hk +z4.& + etc. 


und der Gleichung (2.) gemäls ist 








\ 2 i 9 s q 2 « 3 9 ’ 
zz —1]1:;  vz=Y =, voor VZ=Z Vo —: £I0.; 
v ] . 3.#° n.©” Fi , 
woraus folgt: 

1 

vv —1, 

3 9 

v= — (14 55)» 


= 





2 2 2 } 
etc. 
Werden diese, nach einem einfachen Gesetze fortschreitenden Ausdrücke 


gubstituirt, so erhalten wir - or Reihe: 























K= "2.10, (7) — — 7 (tt). a ee (bag +30). ® 
res tzatsstr. oe 
I pR 62.82, er ats +7. st7. o)-k" 
— etc., 


welche aber, wenn der Modul % nicht sehr klein ist, nur langsam con- 
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vergirt. Inu dieser Gestalt, oder doch in nur wenig anderer, hat Legendre 
die Reihe aufgestellt. Man kann aber dieselbe durch Umordnung ihrer Glie- 
der leicht so gestalten, dals sie für jeden Modul A, welcher <1 ist, rasch, 
und zwar schneller noch als die Reihe (1.) im $. 102. selbst, convergirt. 
Lösen wir nemlich die Klammern in den auf das Aufangsglied folgenden 
Gliedern auf, so erhalten wir 


g 9K A 12,32 12.3?2,52 12.33,52,73 
Kl) (arterta tz Z: ;h’ + ete.) 

















It .6?,8? 
2. 443° .32,52 ‚92.52 
(55 „R* Haan SW CH Teil +2 ‚42,6 rc + ete.) 
AR 2,32! 
- en ;K + 42.0: iR en, 


ln. 62. u +2 ‚4: = 32,107 + etc.) 


— eic. 
und die hier eingeklammerten unendlichen Reihen lassen sich summiren, 
oder doch auf eine einzige zurückbringen. Diese Reihe ist die oben für P 
gefundene. Wir setzen 


4 ' 12, 32,52.7: 
a‘ Hz ta ta Taomesı 
1 3252,72 g 


tm te 
ferner setzen wir die Summen der ersten Glieder dieser Reihe 
= Hab, 
IHR + nk, 
Mae ae 
=1+nk + — ht + rn at k° 


4*,0° 
u. 5. W 
Alsdann nähern sich die Größen $,, 8,, 8;, K, etc. der Grenze 8, und es ist 


2 2K 
LK m —, oder umgekehrt 














f 
Fr) 
» 


K =;.K und 
4 
K' = 8.19, (,) — SDR), 88) 


u 2 
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Aus den successiven Summen der ersten Glieder der Reihe fi also 
lassen sich hiernach beide Quadranten X und ÄK’ mit ungefähr gleichem 


Grade der Convergenz Jder Reihen berechnen. Die Convergenz der Reihe 
2 2 Be: 
3.4? 5.6° 7.8 
ihrer Glieder. Alle Modular- Quadranten lassen sich also hiernach be- 
rechnen, indem man A als zwischen den Grenzen O und y} enthal- 
ten ansieht. Ist der Quadrant A nach der Formel X = 17.$ berech- 
net worden, so ist die Berechnung des Quadranten AK’ nach der vor- 
stehenden Formel sehr bequem und einfach, da man, indem man die 
Glieder der Reihe 8 berechnet, zugleich die Werthe von &,, 8, 8; 
&, etc. erhält. 





für K’ ist noch etwas gröfser wegen der Coeffhicienten etc. 


$. 104. 


Reibe für den Quadrauten E’, welche desto rascher convergirt, je gröfser sein Modul %‘ ist. 


Es kann die gesuchte Reihe für den Quadranten E’ augenblicklich 
aus der für den Quadranten A’ gefundenen Reihe 
r 2K [3 (= ) 2 (== A 2 (= 3 
eu —Ios I — ) — — um | un nun 1 un dien ae WE 
K= log ;) „c . 3.4\ı Si 9.6\ı R: 
2 & K 


— 78 —— 8) —eto, 


hergeleitet werden. Da nemlich nach $. 93. 


. » 17 , oK 
E' = RK —(k—R),- 


FT 0 — Tom 











ist, so erhalten wir 


m = K' 9 { E— k’? K\ 4 ., Kr'% 9 r n >. 
(kb), == log (2)— — Z_(E—K”R) 
i k sc 


ck IT qı 











— 2 (2(B-K) — (km 2&) 














3.4 \ı 
— 2. (2 (E-I°K) — (k— RP) 2) —ete. 
und da 
En = Eu) ER) RER ee) 
u. -. & — ik 8.) — etc. 


ist, so findet sich, wenn von dieser Reihe die vorige subtrahirt wird, 
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E'— 2(K—E) log (ya De an an 























7 k st st 
33a r+a-m.ZE—ER) 
0, (R— 4 R.. -a—k :$.) 
-,,( (KR + (k—12). ia, . rs) 
— etc. 


Der Ausdruck gestattet noch manche Reductionen. Es ist zunächst, wie 
n $.103., ; ' 
$,=1tak+akt+alr....+ak”, 
































also 
Or __ 5) nl: A ’ 3 6 gr 9, rm 
Ok = 2ak-+ ak’ + Ad „.t2r.ak ° 
also 
2 2. Bi 2 3 _ r_ 
(k—R}),—— = 2ak’+4ak? + 6al°....+2r.ak” 
1 2 ri # 
— 2ak'— 4a’ ....— (Ir— 2)" a.k” —2rak” 
und 
A . i Be r-I EEE 
-—- KR .ß, = —K— ak— alk..,— au.k”— ak’t; 
folglich ist 
R OR- NP a = F. ur SM „en; 
(k—K°). er 8, = — (12a) — Ba— 4a) —(5a—ba)k.... 
r-1 r Pau 
..— (QAr—1) a —2ra)k”— Ir Nak”*., 
. 2 ’ alu ’ . (2r—i)? "!, 
Da aber überhaupt (?r).a= (?r—1).a undalso Ir.a = - 3. ist, 
r-1 r 9r—1 r-1 v 
so ist (Ir—1)a— Ira = _—.& und also 
- 2 u 
(k— k’ a ’ PS 
ok 
— sm DW y a £- m ...0 0° » u Fe er 2 
ar 72240 792,426 DD (Bra 
__ 3?.3?.5°.7°....@r—1)?.Qr+) kat? 
22,42,62,8°.... (Zr) u 


. .. 2 K—E 
Setzen wir nun zur Abkürzung = Z 


E _— RK—Ir.t, 





= f, so ist rückwärts 


und nach $. 102, ist 
| 12.32.95 12.32. 


an Br, 
i = 1k rate 23.6 Kr 43. En 2 Re + etc. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX, Hft.1. 8 
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Diesen Werth als bekannt vorausgesetzt, haben wir 


E = t.log #4 + ER 4 lt 1%? - ltr 22) 














9.6 22.4 
2 bp) 12.3 1? en d 
(lt ke) — etc. 
2k* 2.12.32 ge ı \ 12.32.52.7 
Bee Ba VEUR 7.6 m.” x RB . 10 
Er K 22.4 7 22,.42,6° t 3 426:8 ki 15 2.42.02 Er, 10 k + etc, 


Substituirt man nun auch noch für 





\ E “ 
die Reihe 

RN en iR 1 
— [9 —— ze 5) 


7 an» 19 99 1 iv 
22 92,42 22.42.62 22.42.62, 
so erhalten wir den mehr redueirten re 


I) 


07%, 


3 ‚19 ‚10 
For ren, 








2 


a2} ‘ 


tv 


( 


E' = t.log($) +1—t— ai R =ast-i B— 225 1) 


ee 1 
2 12 
len 
V.8 
1.% 











Er I etc. 
e- TR MA 3? 6 ’.ö°, Ä 
+ $2 + 92,42 r 92,42, 62 k e+ 92 a n ar RE r etc, 


u 











welcher leicht auch also dargestellt werden kann: 
. ’ 12 
"= t.leg (2) +1 (d-4.49)— (4 —4.; 


y, A . 
an ern —} 2? En  & IM_ı 1 3 .d %°) 














5.6 22.4 2"92 42,6 
>. - 1.3 74 1°.3°.5 ,. , 12.3°.52,7 ) 
— lt a a u 
GREEN etc, 


Setzen wir also noch 


k? 





2 
= 4ER +4.CK, 


12. 
t; — je 4. 2% ++ 22 Tr >, 























12.32,52,7 
=; Re? +5: a“ + et = “ sh, 
£ AI: 6. 52 12. 32,52. 72,9 
u = 3 R4 77 IHNEN 42,6 + 225 4%, a P+4ba ‚42.6?.8*, 10% 
U 3: W 


so nähern sich auch diese Ausdrücke ohne Ende dem Werthe $, und 
wir haben 
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2 2 2_ 
E' = t.log( )H1-UN— alt) tm) 


5 310 aa /,) — etc,; so wie 
E = K—!Irt. 
Berechnet man nach dieser Formel den Quadranten F, so ist die Be- 
rechnung des Quadranten &‘ nach der vorigen Formel schr einfach. 


$. 105. 


* . > k 
Andere Reihen für w und elx, welche nach Potenzen von % und Pr fortschreiten, 


Die im $. 99. entwickelten Reihen können auch also dargestellt 
werden: 


ı. = am -} >= - (am — sn enu) KR? 





12, 5? 
1 53 43 (am #2 — sn u cnu — 3 sn’u en u) k* 
1?.3?.5? . a - 
1 — 32 4202 amU—snU cmuU — 3 sn’%z cnu — — su’ uUcn u) I 
Os) 
12.9°.8°,7° ( Er 9 
— — {am u —sn u — 2 sp’ cnu — I sp? 
ne SER ENTER ERN sn u cent — 3 sn’? cn“ 3, sn’ u cnu 
2.46 
— —— sn’a cn 2) I° 
3.9 


+ etc., 


1 
2, elu = amu —-; (amu— snu enu) k° 


2% 


— 575 (am® — snu cn u— 3 sn’u cn u) A? 


1°. 33. 5 2 3 2.4 r 7 
72.0 42 03 amU—snü cn U— 3 Sn’U cnuU — 35 su’ cn u) RK 
— etc., und 


3. wu—elu = L(amu — snz cnu)k’ 





2 By \ 
+ 5:5 (am — suu en a — Zsn’ucnu)A* 
5. 3 h) 2 ’ 
+ 52.225 (am —snuonu— 3 sn’ cnu — T— sn’u en) I” 
22.4.6 .D 
—+- etc. 


Man wird diese Reihen zur Berechnung von % und elx dann anwenden, 
wenn die Amplitude ® dieselbe bleiben, der Modul % aber sich ändern soll, 
weil dann auch alle Coefficienten der Potenzen von % in diesen Reihen 
dieselben bleiben, und also bei jeder neuen Berechnung immer wieder 


Q 
© 
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gebraucht werden können. Die Convergenz dieser Reihen vermindert 
sich aber, wenn das Argument  grölser und gröfser genommen wird. 
Wird u>4K, so wird man sofort K— u für u setzen; dadurch verwan- 
delt sich ama in ameu= }7—arctang(k’tnu), und es ist nun also ame 
beträchtlich geringer; ela verwandelt sich nun in 

eleu = K —elu-+ k’snusnew, 


a . 1 
Setzen wir also ameu=y undama=P, so haben wir tang Y.tang$ = = 


und 
f r er 1?.32.5?, ; 6 
u = K-v—zaNWR m N (v).Kk° —57,42.62 22. Nr). — etc. 
uv=K - K° sin ® sin) — Y+4zN Ben + Te (V). k* 
4. +3 ZEN (DR + ete. 


u— elu= K— E— Rsindsind — 1X (JR — N(y)k* 


15,3 
— HN (DR + etc, 





Diese Reihen convergiren um desto rascher, je gröfser % wird. Denn je 
srößser D = am u genommen wird, desto get wird ı, und desto rascher 
nähern sich also die Gröfsen A'(%), A’(x), Mb), Ad) etc. der Grenze 


Null. Diese Formeln verfehlen nur We Yes Zweck, wenn der Modul 
1 


k wenig von Eins verschieden ist, weil, der Formel tangy = Klang p 
ie) 


ge- 
mäüls, dann Y dennoch eine beträchtliche Grölse haben kann. 


Setzen wir in den Formeln (1.), (2.), (3.) Aw für w und — statt %, 





& 
. ° 1 “ E—eleu 
so verwandelt sich am in 47 — amcu; ferner el in ar daher er- 
halten wir sofort noch 
/ 12.32 
Ku=jr—ameu— Mir — amcı). tan 7 N (dr —ameu).-. a 
12.32.52 k® 
A N eh, RX) + — etc. 
2 E— elc 12.3 r% 
nn chen 1 2 
7— — jr—ameut+ N (47 — amcu). . -.r Ta — ame). ,; 
12.32.5 


- 7.0 1% (Ar — amcu). er — + etc. 


Setzen wir in der Formel (1.) w@ für « und A‘ für Ak, so erhalten wir, 
da am’(wi)=? An’u=i %amı ist, sogleich 
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1 es) Eh Inz =.) 
“ 12 (ums zn pn an a age 
6. u Xamu + ;; xamı en u k PT Yam cuu k 
ee tnu , . Inu 2.4 na ‚6 
raRo9 a a Er & 
2 92 ra a 3 1) 5 Y 7 
4 .7 (Tamu— "3." w_,62.4 ZW de ‘) 168 
22,42,62,82 cu !' 3’ wu 3.9 cou 3.5.7 cu 


-- etc. 


Dieser Formel bedient man sich mit Vortheil, wenn der Modul k 
der gegebenen Amplitude am wenig von Eins verschieden und das Ar- 
gument u<{1K ist. Die eingeklammerten Coefficienten nähern sich, wenn 
amu<{17z ist, ebenfalls der Grenze Null, was fast auf dieselbe Art be» 
wiesen werden kann, wie die Formel A(®) = 0 im $. 100. bewiesen wor- 
den ist. Jene Coefficienten sind übrigens abwechselnd negativ und positiv. 
Da u— Cl’u = elu—tinudnu nach $. 70. ist, so verwandelt sich die 
Formel (3.) in 


t 1?.: t {n3 ’ 
7 elu=tnudnu +} (kamu — 2) R? + (tama— lt h3, - ) Re 


en u enu enu 








1?.32.5 ti tn? .4 tn? 
+ ggg (famu — +2. 55 )R© + eto. 


0 en u enu 3.5" cuu 
und auch diese Formel ist zweckmälsig, wenn %k grols und das Argument 
u<ıK ist. 
Ist das Argument u>1K, also A—u<1K, so bedient man sich 
am besten der Formel 





























$ 1? en 1 u neu tne’u 
= K-Lameu— (Lamow — Bea) za 13 Gamon—ten zz 
6. u=K—Tamcu 22 san0® encu/ ” SR IN dt erh rt euc u h 
12.32.5 tne u tve? rn 2.4 tne’u 
— mm: 0 — 2. TE , ‚k' 
57; (Fame ge enew 3.5 2) k 
12,32,93,73 (g u. Der. twe?u 2.4 tuc9u „ 2.4.6 en 16 
22,42.62,82 \ un enc u 3° enew 3.5° wmeu 3.5.7” eneu/ ' 


— etc. $) 


wenn der Modul % wenig von Eins verschieden ist. 
Setzen wir auch in der Formel (7.) K— u für w, so erhalten wir, 


dnıs 
da elu= E— eleu + A’snusnev, und tnc# duacz — k’snusncu = — 


17871 
k’3.,tncu . i . 
— -—— ist, die Reihe 

















duc u 
do u ( {ne “) 12.3 ( ineu tne3 “) 
— men 7 ? — . Aa — 2 . 7.4 
9. elu= to u »\tame% encu k 22.4 Yamcu eneu t 3 eucu/” 





12.325 tnew tne?u 2.4 tnedu\ zu 
— 5 (kamen — + ! )% — etc, 


Cocu "eneu 3.5 cn 
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welche dann zur Berechnung von elw dient, wenn der Modul % wenig 
von Eins verschieden und das Argument a>14KA ist, die Reihe (7.) also 
nicht mehr rasch genug convergirt. 
Wie die Quadranten A und E unter diesen Umständen zu berech- 
nen sind, ist in $. 103. — $.105. umständlich gezeigt worden. 
K’2.0u 
dnc? u 
® 06 ” . 
BER so ist od —=du.dnczv, also ou=; r; folglich ist delu = 


111273 
1”, op K'2,.0p Kr, op 
due u TV (l—k: soc? u)? = Mr cos“ p)® e 


Zusatz. Es ist delu = dnu.ou= 





. Setzt man nun P= 











Da nun 


now 





A1—Kco#?d) = 1434? cos’P® +5 _ 2 ht cos’ “. 5 IR cos’ D-.... 
ist, so erhält man, wenn man diese Reihe mit %” AR multiplicirt und 
integrirt: 
3 72 32.5 r 
elu= hi (® +4 (im —N re Er Er K(r—N(ir—D)) 


3?, ‚52. 72 ‚9 2 P 
+. DeRr  Plr—NAar—0)+ 2? TEE Rr-NGr—O) +... 


Für «= K hat man noch die Reihe 











E— ir .kefi 1 2.5 741 3%:5%.7 75 59.720 7 
ie ai, | +aR at ae tee); 


daher kann die vorige Reihe auch also dargestellt werden: 


12 \ 32.1 Ar 2 6 
l. eu=E—i Y+r# tz ENDE EN W) 


32, 
AS Me], 
wenn man wieder Y =amcz setzt. Es kann diese Reihe als eine Um- 


formung der Reihe elu= E+K’sin® sin )—ı +5 NW) .... ange« 


sehen werden. Wird wieder P=}z—amcu gesetzt, so folgt aus elu 


noch die Reihe 











= S- Op 
ar V( re sin? 2. 


= .5 kt 32.,52.7 KO. 
aa MON 


\ 








2. elu= 5 ( 





% Fr 
32,52,72.9 x 


+: 22,.42,62,82' erh 
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$. 106. 


Reihen zur Berechnung von u und elx aus am, welche zum Theil nach Potenzen von snw 


fortsebreiten. 


Wenn man in der Reihe (1.) des $. 105. die Klammern auflöset, 
so erhält man 
12.5? ‚s 12.32.52,7? 
VE amu (1-45: tm "tms EL ke Re 
a Hei + ee) 


1?, 
3sn’u cnu (557  h‘ +5; on Br etc.) 


u. 8, We 





;K+ etc.) 





— sn“ cn“ (25 IE 





Wenden wir nun dieselbe Bezeichnung an, wie in $. 103., so erhalten 
wir die Formel 


1. ul nel Sara) a a iz ud K,) sn’u cn“ 


2.4.6 


— 1 (R— $,) sn’ usnu— 3 3557 (8— $,) sn’ u cn“ 


2.4. 6. 3 

u 
Diese Reihe hat immer id hohen Grad der Convergenz und ist vor 
züglich dann anzuwenden, wenn der Modul %k constant, hingegen am« 
veränderlich ist. Wird amwz > amceu, so wird man K—u für u setzen. 
Dieselben Zahlen 8, , 8, $;, K, etc. also, welche zur Berechnung von 
K und K’ dienen, dienen hier auch zur Berechnung von % aus amw. 


(RK $,) sn’u cnu — etc. 


Setzen wir ferner 


1 
N, = 1— 5 k?, 




















1 12.3 
N, = 1 k— oh 
ae 12.3 13.32,5 „, 
N = 1 u Pr 3.2.0 
oil 12.32,5 12.32, 52.7 
N =1— RR - er 22,42, 62 Pe 22,42.62.82 K 
etc., he 
1 12.32.5 12,.32,52,7 
N—=1— 23 % - 42 a — 23,42,62 Er 22,32, 62. 8° K— eto, 


so das E=147.N ist, so finden wir auf ähnliche Art wie vorhin: 
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2. elu = N.amu 7 AN) snz conu - 2 —NR) sn’z en 


+35 NN) sn’ u onu +39 NN) sn’ on 


+ MN) sn’uonu+ eto. 


Auch für „—elw lälst sich eine ähnliche Reihe herleiten. Dadurch, dafs 
man die Sätze des $, 3l. anwendet, und ferner, indem man u: für % 
setzt, lassen sich aus diesen Reihen leicht noch andere herleiten; wemit 
wir uns hier aber nicht aufhalten. 


$. 107. 


Reihen für u und elv, welche nach dem Sinus der vervielfachten Amplitude = amu 
fortschreiten. 
Wenn man in der Rein. 
2 1°, 3°, 
= P+> N'(D). k En 32 I rn (D). k* 4 92.42, : N(D). A’ etc, 
für X(O), N (O8), AND) die in $. 100. gefundenen Werthe substituirt, so 


erhält man eine Reihe von der Form 
1 2 3 4 


1. argam($) = a.9— 7 sin2P +z sind? —  sin6® + z sin S® 





5 


— sin 109 + — etc. 


und die darin vorkommenden Coefficienten sind selbst ausgedrückt durch 
die Reihen 


0 5? 12,32.52.72 
u + u 2 /?-- ete. 

















22,42,06?.82 
' 3 12.32.52 _ 12.32.52.72 ,, | 
ad = 55 1% + 2 ht +7 4'923 .4:, eat ih 4?, b°.8 ‚2 + etc, 
9, q 241 12.3? => 12.32.52 „„ ,„ 43 12.32.5%.7 
a = 3 >4 Drwr: k* + 45° 52 42.62 ki 4 — 56° 92,42, EB 02 -1- etc. 


z Y 2 22 r2 2 2.5272 
a tar an + ete. 
u. 8 W 
Diese Reihen schreiten nach einem einfachen Gesetze fort; die erste Reihe 
ist oflenbar 











Differenzürt man die Reihe (1.), so erhält man, wenn Y(1—R? sin ®) = A 
gesetzt wird, die Gleichung 
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En PEN RE 2a 0082® + 2800549 — 2acos6P + 24 00880 


— 2 cos 109 + — eteo. 


Multiplicirt man diese Reihe mit cos?P, so erhält man 


"T? = 00029 —all+00s4P) + «(002 P+ 00560) 


— a(00s4® + 00889) + — etc. 





Hieraus folgt 

0 
'cosp.dEp __ a sind 2 /sin2p , sinög 
Eu m >.» sin 2d—a (sino+ )+a(; +) 


. aler isn) Leto, 


Setzt man nun ® =47, so wird sin?d = sin4d = 6 dete, = 0 
und es bleibt also nur noch die einfache Gleichung 


2 0092 p.0 
Ir = —/ cos ? ak 
0 











Es ist aber cos?2d = 1—2 sind — 1-: nr P=i1— z(1-A) = 
2 2A? 
im pr, also 


| FE, 
a. ir -f' ne 1). 2 N 3.0.4, 


0 











oder auch 
a} = (—1)K-SE= 5 (K—E)—K, 
folglich 
4. a= —(K—E Ep, 


2 3 
In ähnlicher Weise können auch die RAIDER Coefficienten «, &, 

“ 
a etc. in geschlossenen Ausdrücken angegeben werden. Indessen können 


diese Coefficienten auch recurrirend aus den beiden vorigen a und a be- 
rechnet werden; die allgemeine Recursions-Formel leiten wir also her. 
Differenzürt man die vorhin angegebene Reihe für x noch einmal, so er« 
hält man | 


k? sing cosp 


3 





— 4481020 — 84 sin4® + 124 sin6 P—164sin8Q 
1 20a4sin10® — + etc. 
Es ist aber VW e1—K’s’d = 1— 5 (1— 00529) = 1-5 + 5 082 ® 


und sin® cos® = = 7, also ist auch 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX, Hft.1. 9 
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k? s!InQop 5.7 sin? p ; | 
Amt) 2(Q — 4asn2D—Sasin4® + etc. 
+ — 14082) 
oder 
1 2 b 4 
‚in | 4nasin?2D—Sna sin4® +1Ina sin69 —16nasin8® + etc. 
smzp wih, 





E — 


R + 2asin4d— 4asin60+ 6a sin8®— ete. 
„2 u 8 . . 5 
E 4asn20+ G6Gasn4d— 8 a sin 6® + 10asin8® + etc. 
wenn der Kürze wegen n= n — 1 gesetzt wird. Einen ähnlichen Aus- 
sin? 
JAN 
mit sin? multiplieiren, nämlich 


sin? p Ba ER = m. 
- = asin?d —asino4® + asin6P —asinSd + — eto, 


A 
2 3 4 3 
— asin?d + asin4® — asin6® + asin8d — + ete., 
und da diese beiden Entwicklungen identisch sein müssen, so ist 


"H2A% 





.. - ” . ’. . . .. 1 
druck für erhalten wir, wenn wir die anfängliche Reihe für 7 noch 





2 
3a = 


> 
Pau) 
2 78 


| 


oO 
a 
OR 


1).a— 3.4, 


| lı 


‘ 


3 - 23 
—1).a aka J.d, 


[Lv 


m 


4 I 3 


|» 


n 
| 
Sa 
PEN 
) ” “ 
ee GE en a 


> 
I 
mann 
sr 
n 
[9 


la 0 (37—1).0—9.u 


\u.s w. 
2 g 4 L) 


Nach diesen einfachen Formeln geht die Berechnung von «a, a, a, a etc. 
sehr bequem von Statten. Ueberhaupt ist 


r—L 


r+1 ‘ r 
Q2r+i).ae = 4r(> —1) .c— Rr—1)a. 


Die Reihen (2.) zeigen, was aus diesen Recursions - Formeln nicht sogleich 
0 1 2 3 


ersichtlich ist: dals die Coefhicienten «a, a, «, a etc. eine rasch convergi=- 


rende Reihe bilden. 
Substituiren wir auch in der Reihe (2.) des $. 99. die Ausdrücke 


des $. 100., so erhalten wir für elw eine Reihe von der Form 
2 3 4 
6. elu= 0.P+esin2P — Zsind®+$sin6P — Fsinsp 
5 
+ sin 109 — + etc. 
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Für die hierin Ute Coefficienten selbst haben wir die Reihen 


u 
































= 4.2 4 3 Me Er +}. „de 3.7 A" + etc. 
1 N ET 
= I her “+ 5 = 7 au, gh rete. 
u. 5 We 


Die erste Reihe kam schon oft vor. Es ist 


0 
8. ce = u 
IT 





2 8 
Die Coefficienten c, c, 6, c etc. et . eine ziemlich einfache Weise 


zusammen mit den Coeffhicienten a, a, a, a etc. Multiplicirt man die an- 


fängliche Reihe für Er mt A= lu 1+ cos? P), so erhält man 


= (1—5)(«— 24008292 ac0s4d—2ac00s6® I 2400880 —-+ etc.) 


+ (00082 P—a(l + 00849) +4 (c0s2P + c0s6P) 


_ a(cos4® + c0s8P) + etc.)) 
oder 
A =(1—5)(a@—2a00s2P+ 2400849 —2u00s69+2  400s8d — —+- etc.) 


+(—4 + 000829 — a00s40 + ac0s6d — ac0s8® + — etc.) 
+5 ( +4 00820 — acos4® + 40060 — acos8® + —ete.) 


a; man aber die Gleichung (6. ); so erhält man auch 

A + Ic cos2d — 2 c cos4P -r 2E6c0s6® —2e cooSD + — etec., 
und da diese Reihe mit der vorigen identisch sein muls, so finden sich 
die Gleichungen 


0 1.? 0 I? i 3 ’ 
e= (1-5)0— 4, 2 =ı— 5a +a)— 21 %)a, 
ER. gr 2 0 ol4 kN 1 ab ” 
9. (= Zlata) 21 Z)a, = z(a+a)—2(1-)a, 
° cr A | ke: .5. W 
2c = —(a+4)—2(1—)@ un 


Q#* 
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Noch etwas einfacher sind die Ausdrücke, welche man wie folgt erhält. Diffe- 





.. . . . .. . — I? 1 } - 
renziirt man die vorige Reihe für A, so erhält man 8A = - Dan —1.09, 











also 
n S] 
- = — S It — Le sin2®d + Scsin4® —12c sin6P + — eto. 
oder 
2 2 =, (4esin20— —8c sin4d + 12 csin6®—16C sin8® +— etc.) 
Wird diese sL mit der vorigen für — T verglichen, so hat man 
Er Kr 0 3 k? ,? 4 
k= — (01), Nce=- (a—a), 
0. = hau), 1c= + («—au) 
u. 5 Ws 
$. 108. 


Eotwicklung der Hülfs-Function 2”(@) in eine nach Potenzen von @ fortschreitende Reihe. 


Für die folgenden Betrachtungen ist die Kenntnils der höheren 
Differenzial - Verhältnisse einer unbestimmten Potenz von sin®, deren Ex- 
ponent übrigens eine positive ganze Zahl sein soll, nöthig. Erforderliche 
Ausdrücke dieser Art finden sich bereits in G.T. d. P. FE. $.112., nämlich 








N9r n 28 4 u 
nn FT —= S(—1)[n]. Ye und 
Arr+i; 
an En = S(—1)° (n1. €. sin"—?-1D,cos®, 
o%G (£) 


worin &+-ß=r die gemeinschaftliche Bediogungs< Gleichung der beiden 


veränderlichen positiven ganzen Zahlen & und ß ist. Unter C wird eine 
(A) 
aus den Elementen der Seale 


(P) = In, (n— 2%, (n—4)%, .... (n—2P)], 
welche ß-+1 Elemente befalst, bei unbedingter Wiederholbarkeit gebil- 
dete Combinations-Classe des üten Grades verstanden. 
Setzen wir in der ersten Formel ?2r für 2 und dann noch a-t-r 


für 7, so verwandelt sie sich - 
Ornt?r, sin?" rn 


Br 7 —= (S(—1) [2 “. C. sin” ?®) cond.(«+Pß=r-+r). 


Setzen wir in diesem Ausdrucke ® —=0, so ist in” ?Pd—O für B<n, 
aber =1 für B=n, oder «=r; daher ist nun 
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Ort?r, sin? 
0) u 


Die in diesem Ausdrucke geforderte Scale ist 
(n) = [&n), Qn— 2%, .... Qn—2n)] 
und ihr letztes Element also =0. Alle Elemente dieser Scale haben den 
gemeinschaftlichen Factor ””= 4; daher kann man diesen Factor abson- 
dern, und die einfachere Scale 
(a) [1 9, 8%, 0.00 
nehmen, welche die Quadrate der n ersten Zahlen der natürlichen Zah- 





? = (1. (an).C. 
n) 


r Tr 
lenreihe begreift, wenn man nur ?”.C für das vorige C setzt und die 
(n) (n) 


Combinations-Classe nun auf diese neue Scale bezieht. Setzen wir 


sin"® = Or— A,.0”r + 4,0” — 4.072.407 — 4 ete., 


so ist nach Maclaurin’s Satze 


. Ki: on+?r sin?” p 
( 1) ‚A, 2; (2n-+-?r). Oyrtır 


A au (2n)’ Or C En [2%]. Ar C 
" @n+2r)' (m) (n) 


Die Substitution dieses Werthes giebt die unendliche Reihe 
sin”® = S(—1)*[2 n]. 4e, © „pre 9), 
(m) 


Die Reihen für sin’”"® und sin’"t!® lassen sich leicht umkehren, wodurch 
man Reihen für die Potenzen von ® erhält, welche nach Potenzen von 
sin® fortschreiten. Nicht auf diesem Wege sind jene Reihen hergeleitet 
worden vom Hrn, Prof. Scherk in Crelle's Journal der Mathematik BandXI,, 
Seite 101. 

Multiplieirt man die vorhin gefundene Reihe mit 09, und integeirt, 
so entsteht 


(für D= 0), und also 








-(la--1 


S sirQ.29 = SAY T2n ] „4. C.peren, 
“ (n) 
Da aber nach $. 99. 


(Od) ut, S sin0.90 
wer a 








*) Für die ungerade Potenz des Sinus erhält man mit Bezugnahme auf die Scale 
(n) = [1?, 32, 5%, 72, 2... (2n+1)?] die Reibe 


2a © 
sior+tg = S(—1)[?2r +1]. ° . pa, 
n) 


und zwar auf ähnliche Weise, 
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a2) (2n)° 
ist, so erhalten wir, wenn wir beachten dals [?n | = Ont2a Tr 





und 
2n)’ = (—1)".n’.2”.[— 1] ist, endlich die Formel 


c a Ye znt2a, . “u 
2 (DD) = S( 1). n’. n. 2 .e. An FarIy* 


Zusatz. Für die Combinationsklasse rBi läfst sich nach G. T. d.P. FE. 
(n) 
$. 113 — 115. auch leicht ein analytischer Ausdruck herleiten. Setzt man 





daselbst nur m +n für m; ferner u=0, a—=1?, a—=?, Mi Burrar 

a a?, se an, so ist 

I) 7)... (—a— 1) (—(a+1)?) (e—(a+2)°)... 
...(d—n°’) oder 

+1)(a la +1)... 2a —1))(1.2.3....(n— a)) 
x Cat) Qa+ 2... (n-+-«)) oder 


- „_„(n— a)’. (nt a)’ - arm+?n 

1, — (—1)" und also C = 2S(— 1), D 
RR a m) u Serge 
Multiplieirt man diese Gleichung noch mit (2n)’, um die Brüche unter 
gleiche Bee zu bringen, 80 er man 


Ö= an (SV [n].d"t”) eond. (a+P=n) 


2\ / 


(7 —0}) 


x 
l 


I. 


A \n—-ÜU f vom? \ 
U, =(—1) (a (@ 1) (a 








zum gesuchten analytischen lt des Werthes von €. Alle beson- 


(r) 


deren Werthe von €, für welche m+n nicht >10 ist, enthält eine in 


G. T. d. P. F. $. 71. befindliche Tabelle, woraus ihre Werthe also ent- 
nommen werden können. Daselbst ist auch das Rechnungs- Verfahren an- 
gegeben, wodurch jene Tabelle leicht beliebig erweitert werden kann. 


Zu derselben Formel kann man auch auf folgende Art gelangen: 


Substituirt man in dem Ausdrucke XD) =9d-+8S(—1)° [rn] in]. sin = in (2a) 
s (2e)* P+1 a 





(für &>0) statt sin (?«®) die bekannte Reihe S(—1)’ QFFIP > 80 
erhält man 

Ze la Ha c ’__4\a+ß fol 28 „2R A 

(Od = 9 +2.8(—1)t’. [n] [rn]... a -OpFIy° 


Die Potenzen von ®, welche niedriger im Grade sind, als D”t!, haben in 
diesem Ausdrucke jede einen Coefhicienten, welcher =0 ist; daher darf 
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man sogleich n-+ß für ß setzen, wodurch man erhält: 


r — 2 — 1 "te+? er int? „nt _ g’rt?P+l 
N(®) = 2.8(—1) .[2] [n].2”+?, « -SnFBrI" 


Wird ‘diese Reihe für A”(®©) mit der früheren identifieirt, so erhält man 





m 


denselben Ausdruck für C', wie vorher, 
(n) 


$. 109. 


Reihen für argam(p) und argam(}7—p), welche nach Potenzen von @ fortschreiten. 


Aus der im $. 108. für A”(D) gefundenen Reihe folgt sogleich noch 


11.12-11.00, = Sn. y.e.d. 
AIRES NEN a aa 


Wird diese Reihe mit A’”” multiplicirt, und dann selbst als allgemeines 
Glied einer neuen Reihe, nämlich der für argam(®) dem $. 99. gemüls 
angesehen, und zu diesem Ende ß für n gesetzt, so erhält man 

gr+i 


ß @ 

— — 1) ([I, — 2.4.0, | s win 
argam(P) = [S( 1) (1, —2]).4 ” [ er cond. («+ P=y). 
Man kann diese Reihe einfacher vorstellen unter 

1 8 der 7 ) 
argam(P) = P+a. ta. :- +a.% ta. T, + etc., 
und hat dann zur independenten Bestimmung der Coefficienten in dieser 
Reihe die allgemeine Formel 


r 3 ß n @ 
2. a = (SCI, — 2] 1, —2].%°.2e.C) cond. @+ß=r) 
(8) 
oder auch, in gewöhnlicher Darstellung: 


r r r—-1 1 r-? 2 
a=[1,—2].”—[1, —2]’.4. C.27°+[1,—2]’. a, ee... 
(r-) ‚r-?) 


ne TRUE. 
Diese allgemeine Formel giebt die Kiluslan klingen Ausdrücke: 
— 1, 
K(OIR—4), 
— K(NQ25K—180R’-+ 16), 
%° (11025 k° — 12600 A? + 3024? — 64), 


— 1? (893025 k® — 1323000 A° ++ 529200 A? — 48960 A? -+ 256) 
Us. 5 Ws. | 
welche zwar im Fortgange -immer mehr zusammengesetzt werden, aber 








3. 
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wegen der Abwechselung der Vorzeichen dennoch nicht sehr grofse 
Werthe baben. 


ALT) . 1 2 8 “ 
Für k=0 st 0=a=a=a=ecto —=d; 
1 


» 


3 4 
für k=y}4 st ao=4, ER a=—8d, a= —9)7% etc; 
j » 8 , 4 Zus 
für k=1 ıst a1, a=5, a=61l, a=1355 etc, 


In dem letzten Falle für % = 1 erhält man also dieselben Coefficien= 


ten, welche inG.T.d.P.F. * kn berechnet wurden; wie auch sein muls, 
88 


) \— iin = 
da nun arg am(P) =) rn a =/ = 290 wird. | 
2 3 4 


Für die recurrirende Berechnung der Coefhicienten a, a, a, a etc, 
findet man leicht die Formel 


2 7-1 4 


7 r-2 6 r-3 
r.a= [er DRrLa- Free Nr.” a“ 
6’ 








deren Herleitung wir übergehen, weil sie selbst nicht sehr bequem ist. 
Setzen wir in der gefundenen Reihe A (K— u) für arg am(®) und 
r/. 


77 statt des Moduls A, so verwandelt sich ® in 17 —amw. Setzen wir 


nun I7-—amu=d®, so ist amu=17—0. Verwandeln wir ferner 


y 
7 


. ’ Ag a . 
a in (—1)' Try 80 erhalten wir 


z 





2 
3 
17 +:n- — etc. oder 


2 
rn 5 1 m \ o s a OD 3 a oN? 
4. agamir—d)= K-% tr 7 (2) — 4 (#) Eu iz) 


d 
a 


— 7. 2  — etc., 


und für die in dieser Reihe vorkommenden Coefficienten haben wir die 
Ausdrücke 


K(K—argam(4r—P) = P—; 


ak), 


a=K(ILAKR)), 

a— K’(225 I + 180R°k? + 16%), 

a— k (11025 1° + 1260 A? Ak? 4 3024. k* +64 6°), 

a = k (893025 R°+1323000 A°%?+529200 Ak 48960 ArA 256 4) 


U. 5: Wi; 
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Diese Reihe convergirt indessen nur dann ziemlich schnell, wenn der Mo- 
dul % sehr gering und Tr ein ächter Bruch ist. 


$. 110, 


Reihen für elu, welche nach Potenzen von p und 377 —p fortschreiteu, wenn 9 == amu 
gesetzt wird, 


Gehen wie nun von der Formel elu = ST! II 1].re (D).K%« 
des $. 99. aus, so finden wir, ok so wie vorhin, die Reihe 1 
2 5 5 
1. dem p—a.t + 0.8 hm e. +d. ur — -+ ete., 


und die in ihr a Coeffienten sind ausgedrückt durch die 
Formel 


2, a= (S(—1)’T—1, jr, 1. .. e: RP) cond,(a+ß=r), 
woraus man die folgenden besonderen Aiibeieh erhält: 
RB, 
(—5k’+4), 
3, a = K’(45%'—60%°’+ 16), 
a = K’(—1575k’ +3520k — 10087’ + 64), 


k* (99225 A? — 189000 A’ + 105840 A! — 16320 A? + 256) 
u. 5. W. 


a 
| 


| 


S 


Auch diese Ausdrücke werden im Fortgange sehr zusammengesetzt; aber 
ihre Werthe sind für denselben Modul %k immer beträchtlich kleiner ‚als 
die Werthe der ähnlichen Ausdrücke (3.) im $. 109. Für k=0 ist jeder 
= 0, und für v=1 ist jeder =1, So ist z. B. 


d = 99225 —189000 +105840—16320 + 256 = 20531 — 20530 = +1; 
dieser Umstand erklärt sich daraus, dals für k=1, 


elu =/ oD. v(1-sin‘®) = snd = o— + + —% + ete, ist. 


Für k=y} erhält man 

RE GE SR 0 BER 

ls ee K 8: 16 ? A 
Die in der Reihe (1.) vorkommenden Permutations- Zahlen geben ihr einen 


hohen Grad der Convergenz, zumal wenn ® <1 ist. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 1. 


10 
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Setzen wir nun A(K— u) für % und - —- X für k, so verwandelt sich 


l 
_ - und ® =amz in En wenn ÖO-+-Q'—=4r 


r? 


elz ın 








gesetzt wird. Aendern wir gleichzeitig a in — 
die Reihe 


a B 
zur, 80 erhalten wir 


2 
a 


ua a 9° g'°? 
‚»_ FI tra FT Ten tnee, 





oder auch 
2 


au = nf EO-EDHE 


4 5 
tee], 


und die in dieser Reihe vorkommenden Coeffcienten sind nun ausgedrückt 
durch die Formeln 


ı 
s=K, 


a—=R(3R+4K”), 
5, ak (45 At +60A’A?+16AN), 
a—= RK (15751° 43520 RK? + 1008? k* 64%), 
a—= 12 (99225 1° + 189000 ° k® + 105840 Rh + 16320 RK" + 256 %°) 
u. 5 Ws 
Die Reihe (4.) convergirt nur dann, wenn k<y4und 4 FT <L ist, ziem- 
lich rasch, 


$. 111. 


Reihe für u, welche völlig nach Potenzen von snu fortschreitet, 


ot 
vi-PVazem' Da nun aber 





Setzen wir sn® = f, so ist du 


1 u m E 
Ya = My = Si) [—4] 2° und 








1 28 22 ß 
vuRe) = S(-1 RPEOP, 31 
ist, so hat das Product beider Reihen er Form 
Y 1 3 





I UI — 1+- I _ +5 x z —_ + eto., 


og 
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und man findet 








a = (-1Y.r.r(SI-4][-3] RP) oond. (+ =n). 
a’ P’ 
Da aber [—4] = (1), —2] und [—4] = (—1%.[,—2] ist, so 
@& 20,0’ ßR TR 5 


erhalten wir den einfacheren Ausdruck 
r & a P 
l. a=(8[r] 1, —2] 1, —2].%P) cond.(«-+ß=r). 


® ” > - 1 
Wird nun die Reihe für VI-P)Va-en 


und dann integrirt, so erhält man 





noch mit dw multiplicirt 


& 4 2 3 
2. agml)=ß8,, Tree =/+7 3 Kurz 4 5 +39 7 + et0., 
und die in dieser Reihe vorkommenden ersten Coefücienten sind 
a—=1-+1, 
= 3+2%” 43%, 
15 +9" +9 +H15R), 
a—= 105-4+60%° + 54K'- 6024 10575, 
a= 945 4+52%5%? +450%*’ 45015 4 52515 + 945 k"° 
uU. 5: We 


Die Reihe (2.) convergirt immer; wird aber ? oder snw > sncw, so wird 


un 
man K—u für u und also unmarırns für Z setzen. 





| 


” 
a 
( 





ION Man findet leicht, daßs für A=1 a= 24.6... .(2r) ist; 
daher ist immer PIE a, <t, wenn %<{1 ist; woraus erhellet, dafs die Reihe 


immer Ka; 
$. 1 12. 


Andere Darstellung und Berechnung der Coeflicienten in der nach Potenzen von snw 
fortschreitenden Reihe für «. 


1 Be VON 2 ve Se » „. 

Da V(i—t?:)V(1—k?t?) =(1 (1+% )E+k E‘) ist, so finden wir 
leicht eine Formel für die recurrirende Berechnung der Coefficienten ia 
der Reihe des $. 111., indem wir nur die in G.T. d. P. F. 5.105. ent- 


wickelte Recursions-Formel auf die Entwicklung der Potenz des vorste- 
10 * 
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0 1 
henden Trinoms anwenden. Wir haben nur a=1, a=—(1+-R), 








r—1 r—?2 
2 

a a 
a=k, aut‘, A=,- „Asse A= 5 NeRer)E zu setzen. 
Führen wir aber Jiese Substitutionen in der Formel 


r.d Äm (n—r-1) aA+-(@n—r+ 2) a At n—r +3) A+ etc, 


aus, so erhalten wir die einfache Formel 


r r-1 r—-? 
4. a= (?r—- NY(I+-R).a—4r—1).1.a 
2 3 4 5 
in deren Anwendung die successiven Coefficienten «@, «, a, a etc. auch sebr 


bequem recurrirend berechnet werden können. 

Die Entwicklung kann noch auf eine andere Art gemacht werden, 
wodurch man noch einfachere Ausdrücke für die Coefficienten erhält. Da 
a1—t’)ı— Kr) = 1—(1+Ä)U+ RT ist, so können wir dieses Tri- 
nom einstweilen als ein Binom ansehen, fr = 1—pt” setzen. Dann ist 


p=1+k—KAt’. Danun 1—pi)t= S(—1)° I-41p" 2’® ist, so hat 
man in dieser Reihe noch für » den Werth zu sübhtituinen, Es ist aber 
pP = S(—1) Jore2; "7. 0° und also 


ra ehrt le] A HR)RR.CN) oond.(+2=9) 


Wird dieses Product mit dem pi ET so ist 


r 


a / vL/ - ß 9 2 2 
5 = (SMF I 2] Ta] + RRP) cond.(a+Pß=r). 








3 
Dieser Ausdruck gestattet noch eine Reduction. Da nämlich [a] =0 ist für 
RB> ü, 80 kann sogleich (« r ß) für & gesetzt werden, wodurch man erhält: 


= (ST 1 a+B| + RY 1°) cond. (u+2ß=r). 








(a+3)? 
Setzt man nun v = 14m, ; so ist rückwärts 1-4? =2vk und 
+ 
kr kF = (2v)%%k’; ferner ist rel und da [—1] = 
Be 
47 = (1) [1,—2] ist, so ist 
ap yf 
a=!'rk (S(—1)% [1, — a (2v v)) cond. (4+2ß =[r), oder 
gr a 
= ah. (SP 1,21. Ir].o). 





2’. 
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Setzt man nun noch a=(? R)r.c, so erhalten wir 


Pe 


j 2 Pr r 
arg sn(?) = S—.k "Dett?’ 


oder auch 
ı 1> ck3 ck4 
s. argsan(l)=E4c.7 BTL z° = #757 153° . +72 534° - — L etc., 
und zur Pertimmung der A alten in Reihe dient nun die Formel 


0m (S(—1)?.[1, nn [r r |. v°) cond. (4-F2ß=r). 
2. 
Diese Formel hat nicht so viele einzelne Glieder, als die Formel (l.) für «a 
in $. 111. Man findet danach die folgenden Ausdrücke: 


—=v, 
= 3v”’—1, 
—= 15jv”’—I9r, 


I 


105% — 900’ + 9, 
9450’ — 10500’ +225, 


10395 09° — 14175 0?+ 47250? — 225 
u. 5. We. 
Setzt man ge in der ran erg. (4) 1-k=2vk, so 
wird sie zunächst “= 2vk(2r—1). f Ari) y = Setzt man ferner 


yr r-1 ir-1 r-?2 


auch hierin a=(2k) .c, a=(?%k)".c und a — (ak, C, 80 verwan- 
delt sie sich in die aropaepere: 


2 
) 
a. a 


| 


r-2 


3. c= (2r—1).v. = (r1).c. 
Zusatz. Differenziirt man den Ausdruck (v’—1)—= S(—1)’ [r] vr 
nach einander 7 mal, so erhält man 


Fe ZN _ s-1PRr—2Rjtr]0”. 
RP 





our 





r f u 
Da aber [?r—2P] = — En und ?r—2B)’=[1, —2]. 7. (r—PB); 


ferner (r—ß)’[r] = r ist, er ist 


Br— 22] .Ir] = 1,27. = [2]. [71.2 
ee ren 


vr. p 
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und also i 
Fol (v? —1) « ß ‘ pr 4 a 

a = (S(—1) 1,—2] . [r | .v°) cond. (4-+2ß 27), 

a ,.ov 29.8 
oder . 

r WE 0" (v? —1)r 
i . ne ro ° 
End. 
Da v= ——;— ist, so wird © nicht geändert, wenn man den 


Modul A mit - vertauscht. Setzt man k = tang(}7—}v), also k"= 


1 
tang (}r +3), so ist v=——— , und also v>1. Setzt man v= 47, 


also k=0, soist v—= 1}; und setzt man v=0, also k=1, soist v—=1; 
daher nimmt v beim Wachsen des Moduls beständig ab, von } an bis auf1. 


$. 113. 


Reihe für sus, welche nach Potenzen von u fortschreitet. 


Aus den Reihen «, welche nach Potenzen von /=snu fortschrei- 
ten, schlielst man, dals umgekehrt die Reihe für sn die folgende Form 
haben werde: 

snu = urb.W-c.wW-+d.wW- eto, 
und in Anwendung des Reversions-Problems könnte man auch die Coef- 
ficienten in dieser Reihe aus den Coeffhicienten der Reihe im $. 111. oder 
$. 112. herleiten. Es läfst sich indessen ein ziemlich bequemes recurriren- 
des Verfahren ermitteln, wodurch man die erste und dritte Patenz der 
Reihe für sn“ zugleich erhält. Nach $. 62. ist 


Du _ — (147°) snu 4 2%k?’.sn’w. 


ou? 


Diese Gleichung wird am einfachsten, wenn man z = uy(2k) und 





Li & x 0°?z 
zo vv (2k): tzt. ist du 0° m 
v(2k).suu setzt. Nun ist dw ven und ©°sn% ven’ also 


u RE .. z % z> 
Ch = AH). at Kan 


C 





folglich ' 
0? < g° 
7 De 3 
. 1+x%° xr e « [ 
weun man wieder = —,,— setzt. Wenn man in der obigen Reihe 


X 


V \ 


— für % setzt, dann mit Y(?2%) multiplicirt, und = für 


ebenfalls 3%) 
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y(2k).sn“ setzt, so wird das Anfangsglied der Reihe für z gerade = x, 


so dafs wir setzen können: 
1 ac} 2 ac’ 3 z, 4 x? 5 „ıı 
nd . — (), vrrY d. ea zum % 
zzrTr d. 3’ +a 5’ -+ 9 | 11T’ 4 etc und 
us 2 27 3 = 4 gi 5 „18 


a a ee 

= 1’—c.5 te. Pre Air 7  c. — 0.75 + — etc, 
Werden diese Reihen in der vorigen Differenzial- Gleichung substituirt, so 
findet man für ihre Coefficienten die u Pa 


= 
1. a=r@rti).ctv. a. 
2 r 
Sind nun in der Reihe für z bereits die Coefficienten a, @, .... 4 berech- 


2 


0 4 

net, so lälst sich in der Reihe für z° der Coefficient c berechnen. Hieraus 
r+1 

findet sich, der Formel (1.) gemäls, der nächste Coefficient a, und es läfst 


sich also die Rechnung immer weiter fortsetzen. Dem Polynomial- Theo- 


reme RZ findet man mern 
1 r-ı 2 r-2 6 Ir-3 
2. 1: A Cem 





IKZ 





ER 3: a. 
Durch die combinirte Anwendung der Formeln (1.) und (2.) erhält man 
die gesuchten VOEERBEN: a “ re 


J. mnuı= u er 2.4075 u — 


+ +06 + (AR). w 
__v?+2766 v? +8289 v 

11’ 
Zusatz. Hebt man aus dieser Reihe die Glieder 
_ us abi re u? er 
eine Reihe, welche ha werden kann. Multiplieirt man dieselbe näm- 
lich mit Y(1+A’)= y(?2vk), so ist das Product gerade = sin(uy (1+%°)) 


und also jene Reihe = = Von ), Werden die übrigen Glieder hinzu- 


v rd 


(2%). u uw 











(2R).u 2 — eto. 





-- — etc. hervor, so bilden sie für sich 











gefügt, so ist 











sn(uV (1--xk?)) a n 
sau = V(l-+k:) + Zah). a L - (2KR)°. w 
06 )* 18 I ' 
+ 306 1 = 9 (IR). u Ua (IR. u 4 — etc., 


und diese Reihe BIRACER noch rascher als die vorige. 
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$. 114. 


heiben für enu, dow und amu, welche nach Potenzen des Argumentes x fertschreiten. 


Aus der Reihe für sn $. 113. schliefst man, dafs die Reihe für 


en“ die folgende Form haben werde: 
u? 2 „#4 ’ „® « 7 


cnuU = 1a. rag mu. or45 — -- etc. 


Da nun nach $. 62, a = —enu+2%’(enu— con’) ist, so nelımen 


wir noch eine Reihe von der Form 


l „2 2 u% 3 248 E Er 
cn’u = 1—c.. +. ’ ol Cızr 6° — +1 cto. 


Substituiren wir die beiden Reihen in der iin Differenzial - Glei- 


chung, so erhalten wir die aeDR Relation 


r+1 
a=a PN 2K (e—a). 


ur SYL p erhält man Be dem ren Theoreme die N 

















Bon ] äir-L 4 2 r-?2 6 3 r-3 
Dec E12 +3. a. 
Die a sa diesen beiden Fusnile ist  nlemlich PR und man 
findet 
2 .„ 1442 +16 , 
, au=1— + -g:#- T u 
RETTEN i 
Fr T U 
„_ 143688 8? 430768 7 +15808x° 4+256%° 1 
10’ 
1+33212%?-+- 870640 rt-4 1538560 k°-+259328 &8 4 1024 11° ‚ae 
12’ 


Nach $. 30. erhält man hieraus sogleich für die Differente noch die Reihe 
k? u? ii: k? (k?-4-4) 2 FE, k? (x +44k? +16) „, 


= don u = 1l— >E 4’ 6’ 
R? (k° 408 Ri 2A 6) er 
+ 8; 
k? (k® + 3688 1® -- 30768 + + 15808 k? 256) „ 
= 10’ 
4 kt (k10-.33212 Ba AT 


12’ 
— - etc. 
Wird diese Reihe noch mit © multiplicirt und integrirt, so erhält man sofort 
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k? k? 4 PR. kt 144x216 
3. am u = U — ; .U ’+ | +9) z ( ni + I 
k? BR Re 9 
+ ” 9’ . U 
.»# (k® 43688 76 4 30768 kt + 15808 x? +256) „ 
11’ 
+ k? (k101-33212%° + 870640 k® +1538560 kt + 259328 k?+1024) „ 
13’ 

















— — etc, 


Zusatz 1. Die Reihe für enw kann offenbar auch also darge- 
stellt werden: 














ER RR., ul a Zn u S zer Hört, 
_3688%2 + 30768 + 15808K°+256:° u 
33212%2 4870640 74 + Bene k® + 259328%° H1024R10 u 
— -- etc. | 
Hebt man aber die Glieder 1— 2 nn Er “— en uW....=x hervor, so ist 


2? k?u? Ytktyt 2° K® 1® 




















(<&—1) 4R H1=1—— x — 7 t+—ete= cos (? ku), also 
in? 
(z—1).4K° = —(1— cos (?ku)) = —2sin? (ku), folglich 1-0 et, 
oder x = 1, Es ist demnach auch 
sin? (ku) 144482 , , 1-4+408x2 1912 7« 
5, cau=1— "Ok: +28 u — 6’ .wW+ 8’ ‚u 
__ 14-3688 k? 430768 kt + 15808 x® „ad 
10’ 
N‘ 1433212 x? 4+-870640k* + 1538560 k® + 259328 k® ‚u 
Br: 
— + etc, 


Aehnliche Ausdrücke erhält man nach $. 30. leicht auch für dnz, und 
wenn man sie mit 0% multiplicirt und integrirt, so erbält man 














(k 4x? k2 (44 K2 +16 k? (408 + 9122 1 35 
6. am mu = "45 u — — iR )W+ +6 
2 (3688 x® -L-30768 + 415808 k? + 256 ’ 
__ BOSSE +307OSKE HA5EOSM IE) zur ere, 
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k? (724-4472) I 
PR 7°‘ «U 





k? k? 5 k* 5 
7. amu= (1— )u #7 sin (u) + ZW 
K2 (6 408% +919%2) 
9° U 
__ K? (kt +3688%° 4-30768%4 41580822) u 
11’ ö 
„1 K(k10433212%54870640%°41538560 k44-25932842) u 


13° 
— -- etc. 


Diese Reihe hat unfehlbar einen höheren Grad der Convergenz, als die 
vorige. 














Zusatz 2. Setzt man in der Formel (3.) ku für z und = für %, 


so erhält man 

















Beil® KK? ,  MKikt(—k2 42) . | 
iz — amcu = kKu-t hear rx — u’ + etec., 
also ist 
2 2 (4/2 I? 2/ ME FE -2 7-12 4 
8. am —=ir—k (ut w—! Fr I ai nn Ar 4 I 
k? (64/6 —912K2 K/t -408Kt RK? —K® 
— ( g’ + IwL er ete.). 


Aus den Formeln (6.) und (7.) können ähnliche Ausdrücke für amc% her- 
geleitet werden, welche noch rascher convergiren. 

Ueberhaupt läfst sich die Anzahl solcher nach Potenzen von « fort- 
schreitender Reihen leicht noch ausehnlich vermehren. 


$. 115. 


Die sieben ersten Glieder der Reihen für elw und Imw, welche nach Potenzen von u 
fortschreiten, 


Multiplieirt man die Reihe (3.) des $. 113. mit sich selbst, so er- 




















«. . 1+k?. 
hält man, wenn wieder v= N ist, 
s v 46, 9452 (8y2 8 543 3 
BER N YOER — + ker +9) s_2 2 Sad KIM, 
2° 14 (1604486024189) „10__ 2" 1.R3 (13105475960°+16659v) „u. 
10’ 12’ 


Wird diese Reihe mit A? multiplieirt und dann von Eins subtrahirt, so 
entsteht 
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2190 „__ 2 kt(8v2 40) 5 | Rs (Ant 970). 

















2° x (16v+ 486 v?+189) „1, 27? %° (1310547596 v?+ 16659 v) .. 
— N u + "(werz u 
10 12 


Multiplieirt man also mit du und integrirt, so erhält man 
2R2u° | 2ektv ;__2Ckt(8v249) ee, 
er er. > “+ 


2° k° (160% +486v2 + 189) ug ZUR Btn® KT506v° 4108504) 
11° 13° 








elu=u— 








Wird diese Reihe aufs Neue mit dw multiplicirt, und dann integrirt , so 
erhält man endlich 


2 2k?,u* 94 K3,v Ye rt (8v? 9 2855 (42v3 97 
lm =—— A _ — — — ( + # u + ( V hr / I gi 
2 + 6 fe) 10 


k6 (1602448607189) ur 4 21177,(131 v5+7596 v?+16659 v) nn 


12’ 1 4° 
(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte. ) 

















11° 
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3. 
Sur la decomposition d’une certaine elasse de fonctions. 
(Par Mr, Chr. Jürgensen, de Copenhague.) 


P\ 





La decomposition des fractions rationnelles est connue depuis longtemps; 
mais personne, que je sache, n’a encore essay@ d’operer quelque chose de 
semblable pour les fractions irrationelles correspondantes, o’est-ä-dire les 


fractions de la forme 


Fe=-; 


P £tant une fonction rationnelle et entiere, et O une fonction de la forme 


1—u; ( I—u; uagr PU, 


(ua) 7 (2 —4,) x—.4;) ....(2°—4,) 
OU (uy Yay Kay *+«« (4, sont des quantitds comprises entre zero 4 !’unitc, 
C'est cependant ce qu’on peut faire facilement, au moyen du calcul des 
differentielles ä indices quelconques, developpe dans les excellents m&moi- 
res de Mr. Liouville, qu’on trouve dans le journal de l’Ecole polytechni- 
que cah. 21. et dans le 11" et 12"° vol. de ce journal. On retrouve en 
effet par la recherche möme de la decomposition mentionnee, les formu- 
les fondamentales de ce calcul. Pour le faire voir, je vais d’abord etablir 


les th&öor&mes sur les fractions rationnelles de la manicre suiyante. Soit 
X 
fx = 


(z—a,)(@ —a,)....(2 — an)? 
X £tant une fonction entiere de x du degre a +p; soit z—a;, un quel- 
conque des facteurs du denominateur et (e—a;) fe =P;x; soit enfiu 





H(Yt) le coefhicient de — dans le developpement d’une fonction YZ sui- 


vant les puissances descendantes de 4 Cela pose, on aura 
in 


Ei s ia; +1|2 St |. 





im 
Pour le d@montrer il a a qu’ü supposer 
: HB,’ + Ba4...4B0+B, 


fe + Zt + 
Faisant disparaitre les denominateurs et posant alternativement = «q,, 





C—a, XC—4Gga I An 


z= U, v1. KA, on trouve 


== D; d;s 
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Remarquant ensuite, que B,aP+B,x”"+...+B,x+DB, sont les 
p-+-1 premieres termes du developpement de fx suivant les puissances 
descendantes de x, on a, en y SR x en 2 et multipliant par 


_el4+24T. 4... 


LI—x 


Ba + B,24+....+B,_.2+B, = u] ]. 








x 
A present, si l’on diff@rentie un nombre quelconque de fois les deux membres 
de l’@quation (1.) par rapport ä chacune des quantites @,, 4,5 Ayy zer: Any 
ou en tire sans difficult@ le theor&me plus general que voici. Si lon fait 











Fx = “ —_ 
(va U a rn BE IRRE u S 
r ’ 1-+u; 
X etant une fonction entiere de degre EEE et = (x—.a)) +4 Pr, 
on a u; Pi@i 
de .. ( :) Ft 
2. Fı= S —_ +81]. 
1 1.2.3... 4,.0efi ge 


Au moyen de la formule (1.) on simplifie considerablement la d@monstra- 
tion du theor&me de Fillustre Abel (Tome 3. p. 314 de ce journal) et on 
parvient en möme temps ä un theor&me encore plus geudral, quil a in- 
diqu& dans une lettre imprim& Tome 6. p. 78 et suiv. 

Pour le faire voir, je donne d’abord ü l’&quation (1.) la forme 


fe= 8 n|- 1; 


FE Braga = a)gt 








J et ® Etant deux fonctions entieres de degr& quelconque et ®,;x designant 


sn , Px etant supposee = A (x — a.) (x — Q,) ....(X&—4,). 
ı 





la fonction 


Maintenant, si l’on considere les coefficiens dans fx, ainsi que les quanti- 
tes A, a, Ayy e... @, comme des fonctions d’une autre variable y, on a 


da=— (3) 4 - lorsqu’on y ft = u; 
px 


de sorte qu’en posant pour abreger 3, —=0(’xona 
ER Ss” Fei da; | ft ] 
px; (i—a)pa;' dy +4 dx) pt 
d’ou lon tire en integraut par rapport ä y 


3. J2y = Sn En oyrH L/E | +6 


ou Ü ne depend pas de y. 
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Soient maintenant zxz et Yx=pg deux fonctions entieres des x 
seul, m et s deux fonctions de x et y, mais enticres par rapport ü x. 
Cela pose, si Fon suppose 
Ina BL —$ >] 
8 u oY dy 
px pre ,. 
on a, en remarquant que 


px Or 2 
2 = [rd 
et que z=a; donne pr—gs°=0, donc 
pr=ts/(Va), gqs=t+tryY(va): 

Ja Ba gta; 

DE —- tr yYwa) 
valeur qui tant substitude dans l’@quation (3.) donne le premier des th£o- 
remes dont nous parlons. 








Sx 


En donnant ü la fonction gz Une forme un peu differente, on voit 
tout de suite comment on peut parvenir au theor&me plus general. En effet, 
supposons P = 1, dneg= %x, Eerivons 7, et r, au lieu de r et s et faisons 


v=entrvV9 er, turv9 


1 et « &tant les deux racines de l’&quation  —1=0. 














4 . 06, Be | 06, cu 
Cela pose, on aura en faisant (32) =0u, > (= ; 
fe _ 22% 100] 
ge vl, treab 
ou bien 
fx _ _nx AR A 
px  Vlyx) 0,0, e 
donc 
A  .. 10 >] 
ga  YViya) 10,0, +0,01? 


ou lon doit faire dans les fonctions 9 et d, z=a;, ce qui fait &Evanouir 
9, ou 9,; partant Eis La; 
re 

e etant = +1 ou —1 selon que ,=0 ou H=0. Cette regle A dte 
donnde par Adel lui m&me dans le memoire cite. 

A present il est facile de passer au th&ordme general. Si Ton ob- 
serve en eflet, qu’en designant par Ax une fraction rationnelle, dont le 
developpement en serie soit 


\c—= A,+Art+Ar+.... 
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et par 1, @, @, .... @”! les racines de l’equation <=" —1=0, on a 
Mr) + ara) FE) +... + mer late) 
— ma" (A, + An4u%”+ Aymzu "4 +.) 
(voir p. ex. Tome 6. p. 196, 197 de ce journal), et si l’on represente par 


1 
8, la fonction rationnelle et entiere en g” 


2 m—1 


1 
tn ”"+a'ng”+..tamtr 19”; 
Ts Pıs Pay ser Po Etant des fonctions de x et y, mais rationnelles et 
entieres en x, et g= x comme ci-dessus, on voit que la fonction 


& 


[x iz TX B —u 0 lu 0, — (m—1) u =] 
— Ö + u 0 r« tee Os p) 


oz. E16, 








, . 00 . ‚ . 
d’ etant toujours = (5,) ,„ sera rationnelle en g et par consequent aussl 


en x. En faisant 
dd ne AR — a) Fr — a)... (ar —a,) 
on en tire, en r&duisant au m&öme d@nominateur et differentiant, 
fa _ Na; [2 0.8. urn Ant: ++.» 
ya LEE Er Per 
(va;)” 
ou l’on doit faire z=a;, done 
Ei . ta; 


(vai)” 
« zu a ur ER 4 
e dtant=äl, a, a°%, .... ande selon que do, His Bas +++ Om-ı SEVA- 














b 


nouissent par l’hypothese x = a;. 
Substituant dans l’&quation (3.) et observant que 


dy=—— [log + a 10g9, + @°* log, +... + a” r login] 


vr)” 
on a le theoreme general pour les transcendantes de la forme 


# 12.0z 
v(y2)) 

La formule (3.) suppose que les facteurs du denominateur sont in- 
egaux; le cas contraire exigerait l’emploi de la formule (2.), mais il est 
inutile de considerer ce cas separ&ment (voir le mem. cite). 

Revenons ä lobjet special de cette note. L’&quation (2.) Etant de- 
duite de (1.) au moyen de la seule differentiation par rapport aux quantites 
45 d25 Ayy 2... A,, en divisant ensuite par 1.2.3.5 1.2. Io. fin ltr, 
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pour l’&tendre ü des valeurs fractionnaires de u, . etc., iin’y a quä 
imaginer une operation telle 6“, quelle denne pour toute yaleur de Gr 
entiere ou fractionnaire 
—) 
u 
a (— 1 


T(u+1).dat — (@—ayfi? 
T ayant la signification ordinaire. Or, en developpant les deux fonctions 


1 1 
et 
.—a (a — a)#ri 
suivant les puissanoes negatives de @ et comparant, on trouve que cette 


condition est identique avec celle-ci: 
0# (a”P) ner is 1)“ (u 1)(u +?) u... (n +p— 1) a (“+P) 





























T(n+i).das 1.2....(p—1) 
ou bien er 
DaeN pt) -üru 
= lr ie Dr, 


ce qui est une des formules fondamentales de Mr. Liouville. On sup- 
pose ici que u est une quantit@ negative comprise entre zero et l’unite, 
et l’on &erira en consequence 


’ a T(p—u) 1 
1 "a Po — — Ip) 04 ap-u ’ 


4. etant positif et compris entre O et 1. Au moyen de cette definition on 





exprime aisement en quadrature definie lintögrale /" Ja.oda", fa dtant 
une fonction d@veloppable en serie de la forme 


Ja = > 


ap ? 


p ©tant toujours positif et plus grand que u. En effet on a alors 
u r ip N 
NS Ja.c0#=2$ rn Pr 


equation qui, en vertu de la formule connue 


2 m—| n—1 3ER T'(m) I (n) 
f EEE a ir ce I(m+n) ? 








se transforme dans celle-ci: 


-rWf "Sad =z/f Zhang, 


qu’on peut @erire comme suit: 


-YrWf" fa.da* = a“ =/[ ag 06; 


u al mn cute 
4. J. fa.00 ermi N ar 0, 








donc 
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formule qui ne differe pag de celle qu'on trouve dans le m&moire de 
Mr. Liouville (Tome 12. p. 281 de ce journ.), ce qu'’on voit en y faisant 


F(Yx)=x.fx et en &orivant 4 aulieu de x. Posant 9 Fir , substituant 





et renversant les limites, on trouve 


(—1)* rw / "Ja.du* = / fla+.) ardq 


ce qui est expression en quadrature dclnie, d’oü part Mr. Ziouville dans 
le m&moire cite. 

Maintenant, rien n’est plus facile que d’etendre la formule (2.) au cas oü 
Uı> (% etc. ont des valeurs fractionnaires comprises entre 0 et —1, pourvu que 
}’on suppose le degre du nume&rateur de £'z moindre que celui du de re 


En effet, on peut alors developper — 2 





- en serie de la forme 3% ‚ p etant 
al 


Ft 





toujours plus grand que f;. Ona dans ce cas I] (- ) = 0, donc en faisant 


X 
x = Prem = 
(2—.a) Ki (2—.a,) Es nei a) 


Ss” 
m——— a ai x 
Fx — Smmfs : Fre 


il 





led, 3 


on aura 








ou bien, en transformant les integrales en Be definies au moyen 
de l’Equation (4.), 


a; 
S a;' Arz, 80 
(NT) Pt), RT aa) 
ST 
sin ui ? 








Fx = 


ou bien en se rappellant que I’(w,) T(1 nat = 











in of sin u.n ı Pi (“) 88 
Fe= SS ——- J 

i=1 (—1)'n Jo 
On peut donner & cette @quation une forme plus simple en obseryant que 


Pd) = Fl@).(— a), 
97) = Fan)” 


12 “ x 1 u e 
S ; FT Ü ; ch 
5. Fe= Ss —— 7 00 
ii (-1)inJ, 0x —a 9 
Dans le cas partieulier u w=w,=....=Ww=4% na 
Crele’'s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 1. 12 


9x—-a guy ni 


donc 


et partanf 
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r(Z 
{ in 1 7 .n 
Fx = avı > ı,ai00 
avi ii 0 0x—a; Ö 
expression aisce de verifier lorsque n=1 ou n= 2. 
Reprenons la formule 
1 izn 


Je en u Ss Piai 


(x —a )(<—a,).. .(X —a,) il Tai ’ 
PD; etant = (x —a;) fa. Integrant par rapport aux quantites &, Ayy res ll, 
et aux indioes As Ya> «+++ Un, omentire, en designant par F'x le resultat de 
lintegration, divise par I’(1-1,). T(1-1,)...., et faisant D,e—= nr Mn 
1 i=n 
Fx= = = = Ss e en», 
(2 —.a,) aa) le :-ı TU—ui) — ai uf ’ 

ou l’on ne doit point ajouter de fonction compl&mentaire, parceque F'x 
8’evanouit lorsque 4; = x, 

Multipliant les deux membres de cette @quation par x”, m etant 
un nombre _— remmesseg que 


m 
+ + "ca Rt... 40a”? + a0 


x 
Ss" 


f; 4 I i wm, et 
et faisant pour abreger “ Senf)“ a,0;a;dad = S, on a 


























X dj En 





in 1 Ka" p;Q; 
x"Ffx= S _— 
| Ii-ui) Ca 








HK, 
0a’+8S,.,+S,.0+ SS, 320°. 
... +8, 2"? 8,2”, 
(4 5 ” y ” . 
Or, en developpant l’expression de F'x suivant les puissances descendan- 
tes de x, on voit sans peine qu’on peut representer la fonction 


St Sn22+ Im32%°+..4 8,2”? + 8,0”! par u |7*:], 


E ; t—x 
d’ou l’on conclut, en etendant aX.Frx, Ä etant une fonction entiere quel- 


conque, ce qui a &t& dit de x” F'x, que si l’on fait 


X aa 
Fx= —, et Da=(e—a)"' Fr, 








(—a,) "(c—a ....(2—ar) 


on & toujours 
in 1 


BR N i 9: a; 
Fr = RN I1— u) z—ai +], 


formule correspondante ä l’@quation (2.) pour le cas de valeurs negatives et 
fractionnaires de > Ins +++ (4. comprises entre O et —1. Quoiqu’on ne 
puisse la verifier par l’integration directe, que dans quelques cas tr&s-par» 
ticuliers, cependant les considerations par lesquelles nous l’avons trouvde, 
ne semblent-elles laisser de doute sur son exactitude. 

24. Mars 1838, 














TESTEN RER 
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4. 


Note au memoire No.1. 





Dans le m&moire, qu’on vient de lire, nous sommes parvenu, en partant 
du principe de Frresnel, ü la d&termination suivante de l’onde lumineuse. 

En un point quelconqgue M de la surface du premier ellipsoide 
eonstruisez le plan tangent, et abaissez du centre O une perpendiculaire 
OP sur ce plan. Faitez tourner ensuile le triangle MOP dans son propre 
plan autour du centre O, de maniere qu'il decrive un angle de 90 degres. 
Dans la position nouvelle du triangle MOP, le point M appartiendra 
a la surface de l’onde lumineuse, tandıs que le plan perpendiculaire a OP 
en P (plan qui, dans la position primitive du triangle, touchoit Vellipsoide) 
sera tangent ü londe en M. Enfin le plan meme du triangle sera celui 
de vibration. 

On sait que Fresnel a donne deux constructions isoldes, celle des 
plans tangents ä londe, qui r&sulte immediatement de ses principes et 
celle des points de l’onde, ä laquelle il est parvenu par une sorte de de« 
vination. ZI jugeait impraticable üa effectuer lcs calculs n&cessaires pour 
lier la deuxieme construction a la premiere. M. Ampere, en remplissant 
cette lacune, deduisit le premier, d’une maniere rigoureuse, l’&quation de 
Ponde en coordonnees ordinaires. La construction nouvelle, en renfer- 
mant ä la fois les deux constructions de Fresnel, rend inutiles les calculs 
immenses de M. Ampere. Nous l’avons fondee sur des considerations de 
premiere simplicit@; le but de cette Note est de faire voir, qu’on peut en 
bannir la derniere trace de calcul. Il suffit pour cela de remplacer les 
developpements analytiques, qui nous ont fourni la solution du probleme 
suivant: 

„Un ellipsoide et un de ses points M &tant donnes, conduire par ce 
point un plan diametral tel, que l’un des deux axes de leellipse d’in- 
tersection se confonde avec OM” 
par des considerations directes. Rien de plus facile. Les tangentes en 
M ü chacune des ellipses d’intersection, dont le plan passe par le rayon 
vecteur O.M, forment en general avec ce rayon des angles diflerents: dans 
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u. 


Vellipse ü construire cet angle est droit. Chaque ligne droite, qui, dans 
le plan qui touche lellipsoide en M, passe par ce point, est du nombre 
des tangentes en question; il sagit done de choisir parmi ces droites, celle 
qui est perpendieulaire au rayon vecteur OM. Pour cela abaissons du 
centre O0 une perpendiculaire OP sur le plan tangent, joignons les deux 
points M et P par une ligne droite MP et menons par M, dans le plan 
tangent, une ligne droite et perpendiculaire a MP. Cette ligne droite 
sera la tangente demandee. L’on n’aura donc, qu’ä faire passer un plan 
par le rayon vecteur OM et la ligne droite que nous venons de con- 
struire, pour que ce rayon vecteur coincide avec un des deux axes de 
l’ellipse d’intersection. 
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| >. 
Ucher die Congruenz X +y’=1 (mod. >). 
(Theorie der trigonometrischen Functionen in Bezug auf Congruenzen.) 


(Yon Herrn Theodor Schönemann zu Berlin, ) 


N 





$. 1, 
Nehmen wir an, es gäbe zwei Paaren von Zahlen u, ® und w,, ®,, 
welche beide der Congruenz &°+-y’==1 (mod.p) genügten, so dafs also 
W--v?=1 (mod.p) und vw +v} =1 (mod, 7) wären, und setzen wir 
ferner = un — vd, m =uv+ uv, so folgt hieraus (u? +v?) = 
(u’-+2°) (ut + vi), also auch die Congruenz u +v} =1 (mod. p). 

Da die Relationen unter den Grölsen wv, u,v, und %,v, ganz de= 
nen der Cosinusse und Sinusse von einfachen und zusammengesetzten Bö- 
gen entsprechen, so erlauben wir uns auch für diese Größen eine ähn« 
liche Bezeichnung einzuführen. Zugleich wird hierdurch der Gang der 
Untersuchung deutlicher werden, 

Wir bezeichnen also 


a durch cos (n), u, durch cos(m), a, durch cos(n--ın), 
v® durch sin (nr), v, durch sin(m), ®, durch sin (rn + n), 
Hieraus folgt nun die Congruenz [cos (n) + sin (n) Yy-1][cos (m) + sin (m) /-1] 
= cos(n--m) + sin(n--m)y—1 (mod. p) und daher auch folgende 
[cos (n) 4 sin (m) Y—1]° = cos(#un) + sin (an) Y—1 (mod. p), wenn « eine 
ganze Zahl bedeutet. Beide Congruenzen müssen, um als richtige Folge» 
rungen der gemachten Voraussetzungen zu erscheinen, in der Art aufge= 
falst werden, dafs jede die Stelle von zweien vertritt, so dafs die Gröfsen, 
welche in Y—1 multiplicirt sind, einander congruent werden, und die an- 
dern ebenfalls, 
Es gelten also zu gleicher Zeit folgende beide Congruenzen 
[cos (n) + sin (2) Y—1]* cos (un) -+-sin(an)yY—1 (mod.p), 
[cos(n)—sin n Y—1]’ cos (un) —sin(an)y—1 (mod. p), 
aus welchen man leicht die bekannten Entwicklungen von cos(«n) und 
sin(«n) durch Potenzen und Producte von cos(n) und sin (n) ableitet. 
Man erhält nämlich 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX: Hfl2, 13 


Il Il 
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G.G 


a —i . 
cos (un) = cos(n) — 75 008 (n)" sin (n)? ++ etc., 


sin (47) = a cos (n)*"! sin (n) — —- > 3 ae. cos (n)""* sin (n)? -4- etc. 

Sobald also cos(n) und sin(n) bestimmt sind, so sind es auch cos (un) 
und sin(wn), und zwar nur auf eine Weise ihrem Werthe nach; denn 
setztman a«=ß + y=P'+Y, woß, Y, ß’ und y’ ganze positive Zahlen be« 
deuten, so folgt, dals cos((B + Y)n) = cos ((ß’+ Y’)n) ist, oder vielmehr dafs 
08 (IR) cos (yn) — sin (Pr) sin(yn) = cos(P'n) cos (y’n)—sin (P'n) sin (y'r) 
ist, weil cos(?n), cos(ß'r), sin(ßr) und sin(P’n), auf beiden Seiten durch 
Potenzen und Producte von cos(n) und sin(n) ausgedrückt, identische Ent- 
wicklungen geben müssen, 

Wir bemerken noch, dafs aus obigen Entwicklungen auch die be= 
kannten Ausdrücke für cos((«—P)n) und sin((«—P)n) folgen, vorausge- 
setzt dals & und ß ganze Zahlen seien, und dals « grölser als ß sei. 
Setzen wir nämlich u„—ß=Yy, so erhalten wir: 

cos(un) = cos(n) cos(Yyn) — sin(ßn) sin (yn), 
sin (7) = sin (Pn) cos (yn) + sin(yn) cos(ßn), 
und hieraus folgt 





cos (an) cos(ßr) + sin (an) sin (Bn) | 

= (cos(Bn)’+ sin (Bn)?) cosyr = cos(yn) (mod. p), 
sin (u) cos (BR) — cos (ar) sin (Br) 

= (cos(En)’+ sin(Pn)?) sinyn = sin(yn) (mod. p), 


oder 
cos((a—£)n) = cos(an) cos(dr) + sin(un)sin(ßr) (mod. p), 
sin (a—ß)r) = sin (an) cos(Bn) —sin(Bn)cos(un) (mod, 7); 
welches jene Entwicklungen sind. 
$. 2. 

Setzen wir nun voraus, dafs der Modul p eine Primzahl sei, so 
folgt, dafs sich die Entwicklungen von cos(pn) und sin(px) nach dem 
Modul p sehr vereinfachen werden, 

Wir erhalten nämlich 


cos(pn) = cos(n)P— B:R = cos (n)P* sin (n)’+ ..:. 


pi 


„... + (—1) ? pcos(n) sin (n)?*, 
sin (pn) = p sin(n) cos (n)"'— Rate Br sin (n)? cos(nP "+... 





8.2.9 
Be 
....+(—1)° sin(n), 
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folglich 


cos(pn) = cos(n) = cos(n) (mod. p), 


> . 
sin (pn) = (—1)’ sin(n? = (—1)? sin(n) (mod, p). 
Ist also 
1) p von der Form 4n-H-1, so folgt 
cos(pn)=cos(n) (mod.p), sin(pn)=sin(n) (mod, p); 
2) p von der Form 4n—1, so folgt 
cos(pn)=cos(n) (mod.p), sin(pn)=—sin(n) (mod. p). 
Für den ersten Fall erhalten wir hierdurch 
cos ((p—1)n) = cos(pn) cos(r) + sin (P) sin (n) 
= cos(r)’+sin(n)”=1 (mod.p) 
und 
sin((p—1)n) = sin (pn) cos (p)—sin(n) cos(pn) 
= sin(n) cos(n) —sin(R) cos(n)=0 (mod, p). 
Hieraus leitet man nun leicht die Congruenzen 
cos(k(p—1)n)=1 (mod.p), sin(k(p—1)n)=0 (mod. p) 
ab, die immer Statt finden müssen, wenn keine ganze positive Zahl bedeutet. 
Für den zweiten Fall erhalten wir auf ähnliche Weise 
cos((p-FH1)r)=1 (mod.p), sin((P+1)2)=0 (mod. p) 
und 
cos(k(p+Mm)=1 (mod.p),  sin(k(p+ln)=0 (mod. )). 
Wir können demnach folgende beiden Sätze aufstellen: 


$. 3 


1) Wenn p von der Form 4n-+-1 ist und 
r=t (mod.p—1), 
so wird 
cos(rn) = cos({n) (mod.p), sin(rn) = sin(fn) (mod.p), 
denn es ist Z von der Form r-+-Ak(p—1), folglich 
cos (in) = cos[{r +k(p—1))n] 
— cos(rn) cos(k(p—1)R)— sin (rn) sin(k(p—1)n) =cos(rn) (mod. »). 
Die andere Congruenz leitet man ähnlich ab: 
2) Wenn p von der Form 4n—1 ist und 
r=t (mod.p-+1), 
so folgt auf ähnliche Weise 
cos(rn) = cos(fn) (mod.p), sin("n) = sin({n) (mod. p). 
13 * 
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$. 4. 


Was wir bis jetzt auseinander gesetzt haben, bezog sich wesent» 
lich auf die Voraussetzung, dals zwei Zahlen existiren, welche der Con= 
gruenz x&’+y’==1 (mod. p) genügen. Um nun die Existenz solcher Za 
len, ihre gegenseitige Beziehung und Anzahl näher zu erforschen, stellen 
wir folgende Betrachtung an. 

Jeder Zahl @ aus der Zahlenreihe ©, 1, 2, .... ?—1 werden ent« 
weder irgend zwei andere 5 und »y—5 derselben Zahlenreihe so entspre 
chen, dals @+b’==1 (mod, p), oder gar keine. Mit andern Worten 1— u? 
wird entweder quadratischer Rest, oder Nicht-Rest sein. Gesetzt nun 
1— a’ wäre quadratischer Nicht-Rest, so können wir die Größe x so 
bestimmen, dals @ +x===1 (mod. p) sei. Bezeichnen wir nun 4 durch 
cos(2), Yx durch sin(n) und bestimmen cos(«n) und sin (un) wie früher, 
so folgt, dafs cos(«7) immer einen rationalen Ausdruck bedeuten werde, 
weil darin nur Potenzen von sin(n)’ oder von x vorkommen; sin(«n) 
hingegen wird sich unter der Form eines Products aus Yx in eine ratio» 


sin (@n) 


enthält ebem 
sin (n) 


falls nur Potenzen von sin(n)’ oder von x. 'cos(an)?-+-sin(an)? wird aber 
nach den frühern Entwicklungen auch hier stets =1 (mod.p) sein, wenn « 
irgend eine ganze positive Zahl bedeutet. Wir können sin(n) in Bezug 
auf Congruenzen als einen imaginären Ausdruck ansehen, der zwar seine 


nale Zahl darstellen lassen; denn der Ausdruck von 





Bedeutung erst in einer rationalen Function von sich, nämlich in sinn)’ 
erhält; gar wohl aber in mehrfacher Beziehung mit ähnlichen imaginären 
Ausdrücken verglichen werden kann. 

Denken wir uns nun die Reihe der Zahlen 0, 1, 2, .... 7—1 in 
zwei Classen A und D getheilt, von denen diejenigen, welche, wenn man 
ihr Quadrat von 1 abzieht, quadratischen Resten congruent werden, zur 
Classe A gehören, die übrigen zur Classe D, so sind sämmtliche Zahlen 
0, 1, 2, 2... p—1 in dieser oder jener Classe enthalten. Es ist aber zu 
beachten, dafs die Zahlen 1 und »—1 in beiden Classen vorkommen wer- 
den, weil O sowohl als quadratischer Rest wie als Nicht-Rest zu betrach- 
ten ist. Diese Eigenthümlichkeit wird sich indessen in der folgenden Be= 
handlung von selbst klar herausstellen. — Wir bemerken noch, dafs wenn 
cos(n) und cos(m) zu einer Classe gehören, auch cos(2 +) zu derselben 
Classe gehören wird. 
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Wenden wir nun obige Entwicklungen auf cos(pn) und auf sin(pn) 


an, 80 erhalten wir 


cos(pn) = 0os(n)? = cos(n) (mod.p), 
p=1 an 


sin (pn) = sin(n) sin(n) ? (1) (mod. p). 
p-i 
Gehört nun cos(n) zur Classe D, so wird sin(n) = —1 (mod, p), 
p+1 
und folglich sin(pn) = sin(n)(—1) * (mod.p). Ist also 
1) p von der Form 4n-+H1, so folst 
cos(pn)= cos(nR), Bin (Pr)= — sin (n); 
demnach ist 
cos(p+1)n)=1, sin((p +1)2)=0, 
daher sich auch, wenn % eine ganze Zahl bedeutet, folgende Congruenzen 


ergeben: 
cos(k(p-H1)n)=1 (mod.p), sin(k(p-+1)R)=0 (mod.p). Ist 
2) p von der Form 4nr—1, so folgt 
cos(pn) = cos(R), sin (pn) = sin (%) 
und daher 
cos((p—1)n) =1, sin((pP—1)n)= U 
und 
cos(k(p—1)n)=1 (mod.p), sin(k(p—1)n)=0 (mod. p). 


Es ist aber für den ersten Fall die Congruenz sin((p+1)r)=U und für 
den zweiten sin((p—i1)n)=0 (mod.p) so zu verstehen, dals im ersten 


Falle B(P+Dr) ‚„ im zweiten nlptdr) go (mod. p) werden. 


sin (n) sin (r) 
Wir können demnach folgende beiden Sätze aufstellen : 








$. Is 
Gehört cos(r) zur Classe DB, so wird 
1) wenn p von der Form 4r +1 ist, 
eos(rn) = eos({n) (mod.p) sein, 
wenn 
r=t (mod.p+1); 
2) wenn 9 von der Form 42—1 ist, so wird 
eos(rn)=cos({n) (mod. p) sein, 
wenn 
Ä r=t (mod. p—1) ist. 
Fassen wir also die Resultate des $. 3. und des $. 5. zusammen, 
so erhalten wir folgende Sätze. 
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$. 6 
I. Ist > von der Form 4r»--1 und gehört cos(r) 
a) zur Classe A, so wird 
cos(rn)=cos(fn) sein, 
wenn 
r=t (mod.p—1) ist; 
b) gehört cos(r) zur Classe 3, so wird 
cos("n)=cos(/n) (mod. p) sein, 
wenn 
r=t (mod.p-+-1) ist. 
fl, Ist p von der Form 42—1 und gehört cos(n) 
a) zur Olasse A, so wird 
cos (rn) == cos(fn) sein, 
wenn 
r=t (mod.p+1) ist; 
b) gehört cos(r) zur Classe R, so wird 
cos(rn)== cos(n) sein, 
wenn 
r=t (mod, p—1) ist. 


% 7 

Lehrsatz. Gehört cos(n) zur Classe A, und « ist die kleinste 
ganze Zahl, welche der Congruenz cos(an)= 1 (mod.p) genügt, so ist 
a ein Theiler von a—1 oder von p-+-1, je nachdem p von der Form 
4n +1 oder von der Form 4n—1 ist. 

Gehört cos(r) aber zur Classe D, und & ist die kleinste Zahl, welche 
der Congruenz cos(#n2) =1 (mod.p) genügt, so ist « ein Theiler von 
p-+-1 oder von p—1, je nachdem p von der Form 4r+1 oder von der 
Form 4n—1 ist. 

Beweis. Für die entsprechenden Fälle bezeichne » entweder 
p-+-1 oder py— 1. Setzen wir nun voraus, @ sei kein Theiler von n, so 
sei m=y«@--v und v der kleinste Rest von m nach dem Modul a, also 
«>tr. Bilden wir jetzt cos((m —ya)n), so muls diese Zahl, da 
cos (mn) = 1 (mod. p) und cos(yan)=1 (mod. ?), offenbar auch 
=1 (mod.p) werden: folglich genügte v gegen die Hypothese der Con- 
gruenz cos(vn)=1 (mod.p). Es kann also m, durch « getheilt, keinen 
Rest lassen, oder mit andern Worten a muls ein Vielfaches von @ sein. 








f sen 
On I 
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Jede andere Zahl 3, die der Congruenz cos(ßr) genügt, befindet sich in 
demselben Falle wie m gegen a, d. h. sie mufs ein Vielfaches von «& sein. 

Ist nun & die kleinste Zahl, die für einen bestimmten cos(n) die 
Congruenz cos(an)=1 (mod. p) realisir, so wollen wir sagen cos (n) 
gehöre zur Zahl a. 


$. & 
Betrachten wir nun die Congruenz vom «ten Grade cos(an)= 1 
(mod. 7), und denken sie uns nach Potenzen von cos(n) entwickelt, so 
bemerken wir zuerst, dals auch jede von den Größsen: cos(?n), cos(3n), :» 
‚+. c08(un) für cos(n) gesetzt, diese Congruenz realisiren werde, wail, 
sobald cos(an) =1 (mod.p) ist, auch cos(uß2)=1 (mod, ») folgt, wenn 
ß eine ganze Zahl ist. Ferner wird, wenn > ß ist, cos((@«—P)n) = 
cos(ßr2) (mod. p) werden, wie man leicht aus der Entwicklung sieht: folg« 
lich werden in der Reihe cos(r), cos(?n), .... cos(#2) je zwei Glieder 
eongruent werden, cos (4) allein ausgenommen, wenn & ungerade ist, 
& 


außer welehem, wenn «@ gerade ist, cos (= n) ebenfalls noch allein ste- 


hen bleibt, und nothwendigerweise = —1 (mod, p) wird, da 2cos (5 n) — 1 
= cos(an)=1 (mod. p) ist. 

Die entsprechenden Sinusse von cos(n) und von cos((«—P)r), die 
offenbar durch die Congruenz sin(?n)= + sin((«—P)rn) verbunden sind, 
müssen entgegengesetzte Zeichen haben; denn setzten wir sin (Br) = 
sin((#—P)n), so mülste, wenn a—Pß = ß’ gesetzt wird, je nachdem 
ß'>PB oder B>P‘ wäre, cos(Pf’—P)n) oder cos(ß—P)n) = 
cos(Bn)’--sin(Pr)" = 1 (mod. p) werden, gegen die Voraussetzung, da 
doch B—Pß’ oder ß'—P jedenfalls kleiner als & sein muls. Zugleich folgt 
auch hieraus, Jdals nicht mehr als zwei Cosinusse in der Reihe cos (n); 
cos(2n), «+... c08(422) gleich werden können, da die ihnen entsprechenden 
Sinusse nicht alle unter einander entgegengesetztes Zeichen haben könnten, 


Bemerkt man nun ferner, dals 


1) wenn & ungerade ist, 
eos(an)—1 
eos(n) —1 
, 


= K | [cos (n) — cos =] [cos (n)— cos? | s.. |cos (1) — 008 (*>*) =] ’ 


ist, wo Ä eine bestimmte rationale Zahl bedeutet, und dals, wenn 
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2) « gerade ist, 
cos(an)—iA 
cos (n)2 —1 


— K' | |cos (n) — cos ==] [cos (n) — cos? =] o... [cos (7) — 008 nu u \ 


ist, wo A’ ebenfalls eine bestimmte rationale Zahl bedeutet, dafs sich fer- 
ner die Grölsen in den Klammern als eine rationale, durch ganze Zahlen 
ausgedrückte Function von cos(n) schreiben lassen, so sieht man leicht 
ein, dals die Gröfse auf der linken Seite des Gleichheits- Zeichens = 








a1 


2 
verschiedene Wurzeln zulassen kann. Hieraus folgt 





(mod. p) gesetzt, im ersten Falle nicht mehr als ‚ im zweiten Falle 


a@—2 
2 
nun, dals wenn irgend ein cos(n‘) auch zur Zahl « oder zu einem Factor 


derselben gehört, also der Congruenz cos(an’) =1 (mod,p) genügt, cos(n‘) 
nothwendigerweise unter den Grölsen cos(R), cos(In), .... cos(42) vor» 
kommen müsse, weil sonst die Congruenz cos(«2)=1 (mod. p) mehr ver- 
schiedene Wurzeln zuliefse als sich aus Vorigem ergeben, 


% 9% 

Gehören zwei Cosinusse cos(n) und cos(n’) aus derselben Classe, 
zu zwei Zahlen « und «‘ die zu einander relative Primzahlen sind, so 
muls cos(n+n’) zu u’ gehören; denn es folgt leicht, dafs cos(a«’/(n+n‘)) 
=1 (mod.p) sein müsse, folglich mülste die Zahl «”, zu der cos(n+n‘) 
gehören mag, ein Theiler von ««’ sein. Da also cos(«” (n}n‘))=1 (mod.p) 
ist, so folgt auch cos(ua’”(n+n‘))=1 (mod.p) und hieraus cos(««‘’n’) 
==1 (mod.p), folglich ist &«‘ ein Vielfaches von a’, also ist «’ selbst ein 
Vielfaches von &'; ähnlich beweist man, dals a’ ein Vielfaches von « sei, 
und hieraus folgt dann «’=au‘. Hätten nun aber die beiden Zahlen « 
und &‘ einen gemeinschaftlichen Theiler, so kann man dennoch durch 
cos (nr) und cos(n’) einen Cosinus finden, der zu dem kleinsten Vielfachen 
von @ und «‘ gehört. Denn es sei 

a= A4:B’C‘....M"N'"Rr...., u = BB’ 0. MN... 
so dafs A, B, C, .... M, N, R etc. verschiedene Primzahlen und a, 5, 
c etc., a‘, b’, c’ etc. ganze positive Zahlen oder O bedeuten; ferner seien 
die Zahlen a, b, c etc. bis m einzeln gleich oder grölser als a, 5, c etc,; 
m‘, n', r' etc. aber einzeln gröfser als m, n, r ete., so wird cos(M”" N” R’n) 


zu A’B’C° und cos(A"B”C“n‘) zu M"’N"R” gehören; folglich wird 


nicht mehr als 
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nach dem Vorigen cos(M" N"R’n + A! B®’C“n‘) zu 4" B’C“....M" N" BR" 
oder zu dem kleinsten Vielfachen von & und «’ gehören. 

Nimmt man jetzt aus irgend einer Classe eine beliebige Anzahl Co« 
sinusse: cos(n’), cos(n‘), .... cos(n”)), so kann man aus den vorhande- 
nen offenbar einen solchen cos (n) bilden, dafs cos(n‘), eos(n‘), .... cos (n") 
in der Reihe cos(n), cos(?n), .... cos(«n) enthalten sind; denn hierzu 
ist weiter nichts erforderlich, als dals « das kleinste Vielfache derjenigen 
Zahlen sei, zu welchen cos(n’), cos(n”), .... cos(n”) gehören; welches 
nach dem Vorigen immer erreichbar ist. Hat man nun zwei Cosinusse 
cos(n) und cos(n) gebildet, von der Art dals in der Reihe cos(n), cos(?n), 
cos(3N), »... cos(«2) sämmtliche Gosinusse der ersien Classe enthalten 
sind, in cos(m), cos(2m), cos(3M), »... cos(Bm) sämmtliche Cosinusse 
der zweiten Classe, und gehört cos(n) zur Zahl 4, cos(m) zur Zahl ß, 
so muls « ein Theiler von y—1 oder »y+1 sein, je nachdem p von der 
Form 4n-++-1 oder 4n—1 ist, ß muls dagegen entsprechend ein Theiler 


. . +1 +1 
von »7—1 oder von p-+1 sein. Es sei also u= I ‚Bß= In Be- 





merken wir nun, dafs in den Reihen cos(n), cos (In), .... cos(«n) und 
cos(m), cos(2m), .... cos(ßm) die Zahlen der entsprechenden Classen 
aulser +1 und —1 doppelt vorkommen müssen, dals aber +1 und —1 
in beiden Classen einzeln vorkommen, so sieht man leicht ein, dafs 


2 +# + =2p, oder gleich der doppeltea Anzahl der Gröfsen 0, 1, 





2, «...p—1, welche die erste und zweite Classe bilden, sein müsse, 


Die Gleichung 7- + Ba — 2» kann aber nicht anders bestehen, als 





wenn ö und ö’ gleich 1 werden; und hieraus schliefsen wir: dafs es in der 
ersten Classe gewisse Cosinusse gehe, die zur Zahl y—1 oder ? +1 gehören, 
nachdem p von der Form 4n-+-1 oder 4n—1 ist, und in der zweiten 
Classe solche, die für die entsprechenden Fälle zu p+1 oder p—1 ge- 
hören. Nennt man nun diejenigen Cosinus, die zu p+1 gehören, primi- 
tive Wurzeln der Congruenz cos((p+1)n)=1 (mod.p), so sieht man 
leicht, dafs es stets so viele primitive Wurzeln solcher Congruenz geben 
werde, als respective relative Primzahlen zu »+1 vorhanden sind, die klei- 


ner als »+1 sind, 
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$. 10, 

Bevor wir nun unsere Untersuchung fortsetzen, wird es gut sein, 
für einige Zahlen die beiden Classen der Cosinusse mit den entsprechen- 
den Sinussen aufzustellen. 

Es sei also p=13, so ist eine primitive Wurzel der Congruenz 
eos(i?n)=1 (mod. 13) congruent 2, der entsprechende Sinus =+7 
(mod. 13). Wir wählen das obere Zeichen aus einem Grunde, der so- 
gleich hervortreten wird. Demnach ergiebt sich nach dem Modul 13; 

co(n)= 2, csln= 7, caldn)= 0, 
sin(n)= 7, suntn)= 272, sia(3n)= 1, 
cs(4n)=—7, cslöinn=—2, cos(l6bn)=—1, 
sin(4n)= 72, smOön= 7, su(bn)= 0, 
cos (/n)=—?2, cos(ön)=—7, cos(In)= 0, 
sin(/n)=—7, su(dön)=—?, su(I9n)=—1, 
cos(1On)= 7, cos(lin)= 2, cos(I?!n)=-+1, 
sin (1On)= 2, sollin)=—7, siuo(ll?2n)= 0. 
Da cos(12n) =1 ist, so muls cos(6n)=—1 und cos(3n)=0 werden, 
indem 2cos(3n)—1 =—1 (mod. 13) ist; sin(32) ist folglich +1, beide 
Zeichen werden aber den beiden Zeichen von sin (2) = +7 entsprechen; 
deshalb wählten wir bei letzterem das Zeichen mit Fleils so, dals sin (3) 
=-+-1 (mod. 13) wird. 

Die Analogie obiger Reihen mit cos7%427, C08?z27 etc. und 
sin„7527, sin]%527 etc. fällt in die Augen. 

Stellen wir jetzt die zweite Classe auf, so ist 3 eine e primitive Wur- 
zel der Congruenz cos(14.m) =1 (mod. 13), und wir erhalten: 

cos(m)= 3, cos(m)= 4, cos (3m) 8, cos (Am)=-8, 
sin(m)=y5, sin(!m)= 6y5, sin(3m)= 9/5, sin(4m)= 9/5, 
cos (Im)=-4, cos (6m) =-3, cos (7m)=-1, 
sin(5m)= 679, sSin(6m)= Y5, sin(7m)=6y 5; 


cos (&m)=-3, cos(Imn)=-7, cos(10m)=-8, cos(llm)= 8, 

sin (Sm)=-y5, sin(Im)=-6y 5; sin(1lOm)=-9Y5, sin (11lm)=-9/ 5, 
cos (12m)= 4, cos(15m)= 3, cos(14m)=+1, 
sin(19n)=-6y5, sin (13m)=-y5, sin(14m)=0Y 

Die Analogie dieser Reihen mit cos); 27, C087r27 etc. und sin; 27, 

sin„2,27 etc, fällt in die Augen. 
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Wir wollen jetzt noch beide Classen für einen Modul von der Form 
4n—1, also z.B. für 11 aufstellen. Man erhält für die erste Classe 
co(n)= 3, co(2n)= 6, coln)= 0, 
sin(n)= 6, sin(2n)= 3, sin(3n)= +1, 
co (4n)=—6, cos(IN)= —}3, cs(bn)=—1, 





sin(An)= 3, sn(ön)= 6, sin(ön)= 0, 
cos(/n)=—)3, co(In)= —6, cos (In)= (0, 
sin (7/n)= —6, sin (8n) = —3, sin (In)= —1, 
cos(1On)= 6, coa(iin= 3, cos (12n)=-1, 


sin10n)=—3, sinllin)=—6, sBin(i?n)= 0, 
und für die zweite Classe : 


coo(m)= 2, cos(2m)= 7, cos (3m) = —7, 
sin(m)= VB, sio(2m)= 498, sunßm)= 4Ays, 
cos(4m) = —2, cos (Im) = —1, 


sin (Am)= yYS sin(Im)= OyS, 





cos(Om) = —2, cos (7m) = —7, cos(Sm)= 7, 

sin(bm)=—yS, sin (7m) —4yS, sin (8m) = —8y 8, 
co(Im)= 9) cos (10m) = +1, 
sio(I9m)=—y8, suwlOm= 0/% 


$. 11. 

Wir wollen jetzt die Anzahl der Auflösungen der Congruenz x’ -+y? 
= 1 (mod. p) bestimmen. 

Es sei also erstens » von der Form 4n--1. Ist nun cos(n) eine 
primitive Wurzel der Congruenz cos ((p—1)n)= 1 (mod. p), so sind alle 
Auflösungen, in welchen für x und y reelle Werthe auftreten, in 

cos(N), cos(2N), »... cos((p—1)n) und 

sin (n), sin(22), .... sin((p—1)n) 
enthalten. Demnach giebt es (»p—1) Auflösungen der Congruenz x’ + y’ 
=1 (mod.p). Im Allgemeinen wird es indessen, wenn die Cosinusse 
immer dem x entsprechen, vier verschiedene Darstellungen einer bestimm- 
ten Congruenz x!+y? ==1 (mod.p) geben; denn entsprechen dieser 
Congruenz die Werthe x,=cos(un), yı=sin(un), und setzen wir vor- 


aus, dals u < 2 sei, so werden derselben Congruenz auch noch fol- 


gende Werthe- entsprechen: 
14 * 
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x = csl(p—l—u)n], yı=sin[(p—1—u)n], | 
x, = 008 (?-.) n], Yı = sin [(e —1) n], 
A cos|(?>* +2) n], y= sin |(?— +eu)n]. 


Für = pP fällt aber die erste und dritte Darstellung, so wie die zweite 


und vierte, in eine zusammen, Eben so fällt für den Grenzfall, wenn 


u= 2 wird, die erste und zweite Darstellung zusammen, und die 


dritte und vierte enbenfalls; oder, wenn man will, die dritte kommt gar 
nicht vor. 


Um jedoch die Untersuchung mit der gröfsten Anschaulichkeit zu 
führen, wollen wir sofort die »—1 Lösungen in vier Gruppen theilen, de- 
ren jede gewissermalsen einen Quadranten ausfüllt. Die erste Gruppe wird 
p 





nämlich gebildet von cos(n), cos(2n), »... COS \( =) n] mit den entspre- 


chenden Sinussen ; die zweite von cos et +1)n], cos fee +2) n] Ss. 
... eos|(2>")r] und den entsprechenden Sinussen, die dritte von 
cos [(?=! +1) a], .... cos [3 (?>*)R] nebst den entsprechenden Sinus- 
sen, und die vierte von cos [3 (Pe +1)n], .... Cc0sf(>—1)n] nebst den 


entsprechenden Sinussen. Schlielsen wir aus den Lösungen der Congruenz 
x°-+-y’=1 (mod.p) die Lösung (0)’+(1)’==1 (mod.p) aus, so wer- 
den alle wesentlich verschiedenen Lösungen (unter welchen ich solche ver- 
stehe, die aus einander, nicht durch Combination der Zeichen + und — 
in den Wurzelgrölsen hervorgebracht werden) im ersten Quadranten ent- 


. . ° —1 . PR | 
halten sein, wenn wir die Werthe cos (P n) und sin (P 7 n) auslassen, 


Wir erhalten also # = — 1 verschiedene Lösungen der Congruenz x’ + Yy° 








= 1 (mod.p), wenn wir für x die Werthe cos(n), cos(2n), .... 
cos [(e>° —1) n] und für y die entsprechenden Sinusse setzen. Unter den 


ersten Werthen können sich weder zwei gleiche, noch solche befinden, 
die sich blo[s durch das Vorzeichen unterschieden; denn nach dem Vorherge- 
henden können in der Reihe cos(n), cos(22), c08(32), .... c08((?—1)2) 
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nur höchstens, wenn man auf das Zeichen keine Rücksicht nimmt, vier 
Werthe zusammenfallen, und die übrigen drei lassen sich für jeden ein- 
zelnen Werth aus dem ersten Quadranten leicht in dem andern nachwei- 
sen. Es werden daher die übrigen Lösungen wesentlich verschieden sein, 
in sofern sie nieht durch Zeichenverwechslung hervorgebracht werden kön« 
nen. Dennoch fallen von jenen Lösungen im Allgemeinen noch zwei zu- 
sammen, nämlich diejenigen, welche durch Verwechslung der Ordnung her- 


vorgebracht werden. Es ist nämlich cos(n) = sin e>— )n] und 


sin (n) = 008 (- )a]; cos(2n) = sin [e=°—2) n], sin(2n) = 
C08 [er —2) n] etc., so dals also die Lösung cos(n)’+ sin(n) = 


(mod. p) eigentlich mit der folgenden eos | (?>*—1)]’ + sin [(?Z'—1)n]' 


zusammenfällt, etc. Wir werden also zwei Fälle zu unterscheiden haben; 











nämlich 1) wenn pP! —1 durch 2 aufgeht; dann fallen je zwei Lösun- 


gen zusammen, und wir erhalten ihre Anzahl in der Formel +(? 1) 





und 2) wenn # 2 — 1 nicht durch 2 aufgeht; dann fallen aufser einer 





je zwei Lösungen zusammen, und wir erhalten demnach ihre Anzahl in 


der Formel +(? me. —1) +4=1(»—1) Nennen wir die Anzahl der 


4 
Lösungen zn, so erhalten wir für den ersten Fall m = } (e= —1), folg- 








lich p=85m-+5, und für den zweiten Fall m = }(p—1), folglich 
=85m-+1. 
Wir können demnach folgende beiden Sätze aufstellen: 
1) In jeder Primzahl von der Form Sm +5 zeigt m die Anzahl der wesent- 
lich verschiedenen Lösungen der Congruenz &’+y’==1 (mod. p) an. 
2) In jeder Primzahl von der Form 8» +1 zeigt m die Anzahl der wesent- 
lich verschiedenen Lösungen der Congruenz x?-++y? ==1 (mod. p) an. 
Wenn p von der Form 4n—1 ist, so wird die Untersuchung ähn- 
lich geführt. Ist cos(n) eine primitive Wurzel der Congruenz cos[(p-+1)] 
=1 (mod.p), so sind sämmtliche Werthe, die den Lösungen der Con- 
gruenz xz’-+-y’ =1 (mod.p) entsprechen, in cos(n), cos(?n), .... 


co8 [(e#t —1) n| und den entsprechenden Sinussen enthalten. Im All- 
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gemeinen fallen nun aber, wie oben, je zwei Lösungen in eine zusammen. 


Wir unterscheiden also wieder folgende beiden Fälle: 1) (? - —1) geht 


durch 2 auf; dann beirlgt die Anzahl der sämmtlichen Lösungen 
4 eF*_1); 2) (EF* 1) geht nicht durch 2 auf, dann beträgt die 


Anzahl der sämmtlichen Lösungen er“ —1) +4=1(p+1) Nennen 


wir nun die Anzahl der Lösungen wieder m, so erhalten wir sie für 
1) p=85m-+3 und für 2) y=8m—1. Wir können demnach folgen- 
den allgemeinen Satz aufstellen: 
In jeder Primzahl von einer der vier Formen 8m -H1, 8m—1, 
Sm+3, 8m+5 zeigt m die Anzahl der wesentlich verschiedenen 
Lösungen der Congruenz | 
x” +-y’=1 (mod.p) 
an, wenn wir die Lösung (0)’+(1)’== 1 (mod. p) ausschlielsen. 
Unsere früheren Betrachtungen geben uns auch Mittel an die Hand, 
auf die Congruenz <+y?”==1 (mod, p) noch näher einzugehen. Durch 
die Classe B kann man nämlich die Anzahl der wesentlich verschiedenen 
Lösungen jener Congruenz unter der Bedingung finden, dals x” zwar einen 
quadratischen Rest, y” aber einen quadratischen Nicht-Rest andeutet. 
Dies mag in Folgendem kurz ausgeführt werden. 1) Ist > von 
der Form 8m +5 und cos(n) eine primitive Wurzel der Congruenz 
cos[(p-+1)n] = 1 (mod. p), so wird es im Ganzen (+1) Lösungen 
obiger Congruenz geben, so dals den Werthen x die Zahlen cos (n), 
cos(2n), »... cos(p-+1)r und den y die zugehörigen Sinusse entspre- 
chen. Diese Grölsen zerfallen in zwei Gruppen, von cos(n) und sin(n) bis 


cos (( Er -) n| und sin (+) n] und von cos He) n] und sin [(e#>) n] 











2 
bis cos[(p+1)n] und sin [(»-+1)r], welche beide dieselben Lösungen lie- 
fern. Wir erhalten also Pr! oder 4m -F 3 Lösungen; lassen wir aus die- 


sen die Lösung (—1)’+(0)’= 1 (mod.p) weg, so bleiben 4m +2 Lö- 
sungen. Von diesen fallen jedoch je zwei Lösungen in eine zusam- 
men, weil cos(n)’+sin(n)?=1 (mod.p), dieselbe Lösung liefert wie 


c08 (= _ )n| +sin (2 - —1) n| =1 (mod.p) etc. Wir erhalten 
also 2n-+1 wesentlich verschiedene Lösungen der Congruenz x’ + y=1 
(mod. p), wenn 7” einen quadratischen Nicht-Rest andeutet, 
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Durch ganz ähnliche Schlüsse findet man, 
2) wenn > von der Form 8m-+1 ist, die Zahl Lösungen obiger Con- 
gruenz —= 2m; 
3) wenn p von der Form 8m -+-3 ist, die Zahl der Lösungen = Im; 
4) wenn p von der Form 8m —1 ist, die Zahl der Lösungen = 2m—1. 


Betrachten wir nun die Congruenz X+-Y=1 (mod.p), so ha- 
ben wir bis jetzt die Anzahl der Fälle untersucht, in welchen X und Y 
beide quadratische Reste sind; dann die Anzahl der Fälle, in welchen eine 
Zahl quadratischer Rest, die andere Nicht-Rest ist. Wir könnten nun 
aus diesen Sätzen, in Verbindung mit einem dritten, der sich leicht dar- 
bietet, auch noch die Anzahl der Fälle finden, in welchen beide Grölßsen 
X und Y quadratische Nicht-Reste sind, ziehen jedoch die Andeutung 
einer directen Methode vor, und wollen uns hernach jenes dritten gleich- 
sam als Probe bedienen. 

Man wird nämlich leicht sehen, dafs wenn man die Reihe der Co- 
sinusse und Sinusse, die zur Classe A gehören, durch 2 interpolirt, alle 
hierdurch neu eingeführten Größsen, also cos(1n), cos(}n) etc., sin(42)» 
sin(3 7) etc., sich als Wurzeln aus Nicht-Resten darstellen lassen, oder 
als Producte aus einer solchen Wurzel in verschiedene reelle Zahlen. 


Ferner ist es einleuchtend, dals jede Lösung von X+-Y = 1 (mod. p), 


wenn ÄX und Y Nicht-Reste sind, sich mufs durch cos [er -) n + 


sin pe | = 1 (mod. p) darstellen lassen; denn durch die oben ge- 


stellte Bedingung werden cos[(2?224+1)72] und sin[(?m%--1)n] reell, folg- 
lich müssen diese Werthe in den Reihen cos(n), cos(?n) etc., sin(n), 
sin (22) etc. vorkommen. 

Es sei also 1) y=8m--5. Bezeichnet cos(n) eme primitive Wur- 
zel der Congruenz cos[(p —1)n]=1 (mod.p), so sind die Werthe von 
YvX, die zu wesentlich verschiedenen Lösungen gehören, in cos(}n), 


cos(3 N), »... COS (T- n) enthalten; die Werthe für Y Y in den zuge« 





hörigen Sinussen. Dies giebt im Ganzen 2» -+1 Lösungen, von denen 
jedoch im Allgemeinen je zwei zusammenfallen, ausgenommen dafs die 


Lösung cos(- =L- n) + sin (a n) =1 (mod.p) für sich allein stehen 


bleibt; wir erhalten also m-+-1 Lösungen jener Congruenz. 
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Durch ähnliche Schlüsse findet man folgende Resultate: 
2) istp von der Form 8m -+-1, so ist die Anzahl der Lösungen gleich ı; 
3) ist p von der Form 87m + 3, so ist die Anzahl der Lösungen gleich m-+1; 
4) ist » von der Form 8m —1, so ist die Anzahl der Lösungen gleich zn. 


Bezeichnen wir jetzt die Anzahl der Lösungen von der Congruenz 
X+Y==1 (mod. p), in denen Ä und Y quadratische Reste sind, mit A,; 
die Anzalıl der Lösungen, in denen X quadratischer Rest, Y Nicht - Rest 
ist, mit A,; die Anzahl der Lösungen, in denen X und Y Nicht-Reste 
sind, mit A,, so erhalten wir, 

1) wenn p=Sm-+J5 ist: 
A=m, 4,=m+1l, A=mHl; 
2) wenn y=8m-A ist: 


A,=m, Am=2m, A,=m; 
3) wenn py=8m-+3 ist: 
A=m, A,=?2m, A,=m-+1; 


4) wenn p=8m—1 ist: 
A=m, A,=2m—1, A,=m. 


—1 


Man findet, dafs in allen Fällen A, + A, +4, = I ist, und durch 


diese Bemerkung, die sich auch leicht a priori darbietet, hätte man indi- 
rect die Werthe von A, bestimmen können. Es drückt nämlich A, +4; +4, 
die Anzahl sümmtlicher Auflösungen der Congruenz X+Y=1 (mod. p) 
aus. Wenn wir die Werthe von O und 1 für X ausschliefsen, so werden 
dem X noch die py—? Werthe 2, 4, .... p—1 entsprechen. Von den 
p—2 Congruenzen, die hieraus folgen, werden aber im Allgemeinen noch 
zwei, als nur durch die Stellung von X und Y verschieden, zusammen- 


fallen, aufser der Congruenz Pr! Au pr! =1 (mod. p), die allein ste- 


ben bleibt. Man erhält also überhaupt P== +l= Pi wesentlich ver 
schiedene Lösungen der Congruenz X+-Y==1 (mod. p); wie es sich 


aus dem Vorigen ergiebt. 


‘P 12, 
In den Entwicklungen des vorigen $. liegt zu gleicher Zeit das Ge- 
setz, welches ausspricht, für welche Primzahlen 2 quadratischer Rest und 
für welche 2 quadratischer Nicht » Rest sei. 





5. Schönemann, über die Congruenz &+-y?=1 (mod. p). 109 


Wenn nümlich eine primitive Wurzel aus der Classe A, der Con- 
gruenz cos [(» +1)n] =1 (mod. p) einer Zahl angehört, die durch 8 
theilbar ist, so ist 2 quadratischer Rest; sonst Nicht-Rest. Daher muls 
also ? für die Primzahlen yon der Form 8m +1 oder Sm—1 quadrati- 
scher Rest und für die andern quadratischer Nicht-Rest sein. Denn be» 
zeichnet cos(n) in beiden Fällen eine primitiye Wurzel der Congruenz 
cos($mn)=1 (mod.p), so wird man cos(mn)=sin(mn) (mod, p), da« 
her auch, da cos(mn)’ + sio (mn)’=1 (mod. p) ist, 2cos(mn)’==1 (mod, p) 
erhalten, und hieraus folgt bekanntlich, dafs 2 ein quadratischer Rest ist, 
Ist hingegen p von der Form Sm +5 oder 8m -++-3 und bezeichnet cos(n) 
in beiden Fällen eine primitive Wurzel der Congruenz cos|[(8:2 +4)n] = 


(mod. p), so wird zwar cos (° nn ; n) == sin (ea - n) (mod. p): beide 


Zahlen werden aber quadratische Nicht- Reste sein; folglich wird auch 2, 


da 2cos [C r nl (mod. p) ist, quadratischer Nicht»Rest sein, 











Da dieser Satz einen Theil des bekannten Reciprocitäts- Gesetzes 
ausspricht, so wollen wir auf analoge Weise einige Formeln entwickeln, 
aus welchen specielle Fälle des Theorems abgeleitet werden können, 


Setzen wir cos(3P)==0 (mod. p), so folgt cos(P)’— 3 cos (P)sin (®) 
eos(p)? 
sin (@p)? 

Hieraus leitet man leicht ab, dafs 3 von allen Primzahlen von der 
Form 12m +1 und 12” —1 quadratischer Rest, von den Primzahlen von 
der Form 12m +5 und 12m-+-7 quadratischer Nicht-Rest sein werde. 
Denn bezeichnet cos(n) eine primitive Wurzel der Congruenz cos[(p +1)n] 
=—=1 (mod. p), die zur Classe A gehört, so wird für die beiden ersten 
Fälle cos(DP) = cos(m,n), folglich sin (®) = sin (m.n), also reell sein. Um die 
beiden andern Fülle eben so leicht zu entwickeln, setze man sin (30) = 0 
(mod. p), so erhält man 3sin(P) cos (P)’ — sin(D)’=0 (mod. p), oder 


3= rn (mod. 9). Bezeichnet also cos(n) eine primitive Wurzel der 


Congruenz cos[(p+1)n] =1 (mod. p), die zur Classe B gehört, so wird 

man für cos(®), cos[(?m+1)n] setzen können. Dann wird aber sin (9) 

quadratischer Nicht-Rest und folglich auch 3 quadratischer Nicht - Rest sein, 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hf. 2. 15 


==() (mod. p), oder, wenn cos(®) nicht =0 (mod. p) ist, I3= (mod. pP), 
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Um für 5 das Gesetz zu finden, könnte man sich der Formeln 
co5x —= cosx [cosx! +5 (— 2 eos z? sin’ +sin.z*)] 
— 005% [cosx’ + 5 ((cos x’ — sin x?)’— cos x*)] 
oder 
sin5x = sinz [sin«* + 5 ((cos x? — sin x*)’— sin.x*)] 
bedienen. Die vollständigen Bedingungen ergeben sich, wenn man cos().r) 
oder sin(5x) nach dem Modul » congruent O setzt. 

Wenn man indessen alle diese Formeln, die ihrem Wesen nach 
mit denjenigen übereinstimmen, durch welche Lagrange mehrere specielle 
Fälle des Reciprocitäts- Gesetzes bewies, genauer prüft, so wird man fin- 
den, dafs sie sich allgemein in einem Satze aussprechen lassen, den wir 
sogleich entwickeln wollen. 

Ist nämlich & eine primitive Wurzel der Gleichung <—1= 0, so 
erhält man (x — a) (2 —u)) .. (a) = an! "Le t..+1. 
Setzt man x=1, so geht die Gleichung in (1— a) 1— a’) 1— a) ....(1— a”) 


.. . 1 
=n über. Nimmt man nun % ungerade an, und bemerkt das "= —, 


c 1 ’ u. 
a" = etc. ist, so erhält man 


In—e)t1—e?) RO PRRer, > | 5 nn)? 


n—L 








= N 





at... ? 
Da nun n ungerade ist, so wird anch «@’ eine primitive Wurzel obiger 
Gleichung sein. Setzt man also in die letzte Formel statt a, «* und zieht 
auf beiden Seiten die Wurzel aus, so erhält man 


1— a!) 1 — at) (1—a°).... 1— a!) 
n?’—1 


a 8 
Wir können indessen diesem Ausdrucke auch noch eine andere Gestalt g6- 
ben. Es ist nemlich 


(1) (1——) — 2—(a+-) = 2— 2008" = 4sin? —. 


Man erhält folglich, indem man je zwei Factoren auf diese Weise zusam- 


n—1 


—1)! = yn. 




















7 In . In A 
2? sin — sin — sin — ...,8in = N, 
n n n n 
und hieraus Ar y 
n—1 — 
u . . nr . 2 
a sin * sin = ® in * sin = yn. 
n n n 
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n—1 
Bedenkt man noch, dafs 2° cos = cos =" .... cos" = —1 is 
(welche Formel ebenfalls leicht aus («— a) (2 — u) ....(2— a”) = 


diesen beiden Formeln leicht die dritte 
n—1 zn 


7) "Er vn ab 





nt 02T ano 3 Pr 
tang — tang —- lang or. tang 


Da nun 
cos(?r x) ei} 


cosc®—1 
> st | 2 ‘ 2 
n 


ist, wo K eine bestimmte Zahl bedeutet, und in der Entwicklung nur 
Potenzen von cosx’” vorkommen, so folgt, dafs wenn man für 008 x”, 


1—z und den ganzen Ausdruck = 0 setzt, die Wurzeln der transformir- 


{ on »9n .ofn—I\n . ; 
ten Gleichung sin’ —, sin’, .... sin? ( 5 )= sein werden, In dieser 








Gleichung wird also nach dem Vorhergehenden das letzte Glied, durch den 


n—1 
Coefficienten von 3 ? dividirt, gleich u Di werden. Ist nun py+1 
ein Vielfaches von n, also p+1=m.n, und gehört cos(n‘) zu n, so folgt 
aus den frühern Entwicklungen die Congruenz:; 


cos?nc—1 





cos? c—1 
=—=K |(cos= — cos(n’))(cos?x — cos(?n‘)).... (cos 2° — C08 (25 „‘))] (mod.p), 


welche so zu verstehen ist, dafs auf beiden Seiten die Coefhicienten der 


entsprechenden Potenzen von cosx nach dem Modul p congruent werden, 


cos?2nc—1l_ 


Setzt man statt cos’x, 1—z, oder entwickelt die Congruenz — = 7" 


u 





——— 


(mod. p) nach Potenzen von sin’x, so ist es klar, dafs die Wurzeln die- 


® “ 7 . n 2 Eu = 
ser Congruenz sin(n‘)’, sin(2n')’, .... sin (— n‘) sein werden. Hieraus 


folgt aber auch sin (n‘)? sin(2n').... sin fe? n) = 571 (mod. p). Da man 


aber auch hier leicht ?"”' cos(n’) cos(?n’).... cos ((°=#) n‘) ==1 (mod, p) 
findet, so folgt auch hier: 


tang (n) tang(?2n‘)....tang (>) n') = yn (mod. p). 
15 * 
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Ist » von der Form 4K +1 und n ein Factor von K, so wird die 
linke Seite der Congruenz reell; folglich ist » dann ein quadratischer Rest. 


Ist hingegen n ein Factor von p-+1, so wird das Quadrat der lin- 


ken Seite der Congruenz offenbar nur dann quadratischer Rest, wenn 
r—- durch 2 aufgeht, sonst Nicht-Rest. Daher wird auch n, als Fac- 





tor p+1, nur dann nach p quadratischer Rest sein, wenn es von der 
Form 4K--1 ist, sonst Nicht-Rest. 

Ist p von der Form 4K—1 und n ein Factor von p-+1, so folgt 
auf äbnliche Weise, dafs dann n jedenfalls quadratischer Rest sein wird. 
Ist hingegen n ein Factor von 4p—1, so wird es nur dann Rest sein, 
wenn p von der Form 4K-+1 ist; sonst wird es Nicht-Rest sein. 

Die hier angewandten Schlufsfolgen wurden etwas weitläufig und 
das Reeiprocitäts- Gesetz ergab sich nicht vollständig aus ihnen. Ihre wis- 
senschaftliche Bedeutung liegt zunächst nur in der Verbindung früherer 
Methoden mit späteren und fruchtbareren, wie wir in einer folgenden 
Abhandlung zeigen wollen. Eine tiefere Begründung und allgemeinere 
Durchführung derselben behalte ich mir für eine andere Gelegenheit vor, 





6. Jürgensen, sur la sommalion des transcendentes a differentielles algebriques. 113 


6. 


Sur la sommation des transcendentes & differentielles 
algehriques. 


(Par Mr, Jürgensen, de Copeuhagte.) 





Lies theor&mes de lillustre Adel, qu’on trouve dans le Tome 3”* p. 314, 
Tome 6"* p. 78 et Tome 4”° p. 200 de ce journal, contiennent sans doute 
ce qu’on sait de plus general sur la sommation des transcendentes ü dif- 
ferentielles algebriques. Je vais montrer dans cette note, que ces thdo- 
remes sont compris dans une seule formule, qui en möme temps donne 
l’expression de la somme cherchee dans le cas le plus general. Cette 
formule est celle que j’ai donnee dans mes remarques sur la d&composi- 
tion d’une certaine classe de fonctions *), et qu’on peut &crire ainsi: 
. ai oc 1 t 

1. He = /EZ3y—u — #3,]-c, 
avec la condition que les integrales sous le signe S’ ne contiennent pas 
d’autres quantites dependantes de y que a;, condition qui sera toujours 
remplie dans ce qui va suivre. 

Les transcendentes qui font l’objet de cette note sont comprises 

dans la forme 





S 7 (x,2) 0%, 
7(2,2;) etant une fonction rationnelle de x et z,, en designant par =; 
une des racines 2,5, 25 35 «+++ 2, de l’Equation 
Z =’ + N "+" Het pm tr = 
dont les coefficiens sont des fonctions entieres de x. 


Je remarque d’abord, qu’on peut reduire la fonction 7 (x,:;) ä la 


forme plus simple 
2 (a, 2x) 
vw) ? 
* et v etant des foncotions entieres. En eflet, supposons pour un mo- 
ment k=1 et 


(2,2) = 


pP 
7 (x, 2) = 9°’ 





*) Cah, 1. du tome pres, 
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4 


ou P, et Q, sont des fonctions entieres de x et 2,, et soient P,, Q,, 
P,;,, 0; etc. ce que deviennent P,, Q, en y changeant z, en 2,, 2; etc. 
Celä pose, on alıra 

g 0,0 zo... & 


(0,23, = —, 


0, 0, Q; ie Om 
Or, 0,0: O;....Q, est une fonetion entiere et symetrique des racines 


Ss 225 Zus ver. m et par consequent une fonction enticre des coefficiens 





Pız Pas +++ Pm, Cest-ü-dire de x seul. Et si Fon donne ü P’equation 
2 —=0 la forme 
"tm" rmET" tr Hm HP 

= ?—-2)@" +27 5,27 L...+s,.:+5s,_); 
on voit ie Q, Q;....Q,, qui est une fonction entiere de s,, 5, 9 Here Smeiy 
est en m@me temps une fonction entiere de 9,5 Pa 5 «+++ Pın_ı et zı, ou 
bien, ce qui est la m@me chose, de x et z,. Maintenant, en remarquant 
que P, est une pareille fonction, on voit que 7 (x,2,), et par cons@quent 
aussi 7 (x, z;) peut En se mettre sous la forme indiquee, 

Considerons ä ih; les int@grales de la forme 


_ [ Hazı) 
Bu =-/ v(x) x 


= tt gt 


Yıs Q29 «++: (m Ctant des fonctions de x et y, mais rationnelles et entie- 


Soit 


res par rapport a a: substituons au lieu de z les raeines 2,, 225 33 + »- 
... 2. de l’equation Z=0 et formons le produit 

02,.02,.02,....08,, 
ce qui revient ü @liminer z entre les equationn Z=0 etfz=0. De- 
signant ce produit, rationnel et entier en x, par Ox, et les racines de 
l’equation ( Tx=0O par a, GG, ..:. A,, et faisant pour abreger (5) = —m 6, 
on pourra supposer daus la formule Fa : 
a + 27 0'z, 
ae BEN EDE NO HE NE en N 22) 
ha. qui etant rationelle et a. par rapport aux u 23 
X, Zyy erre Zu, Sera: @videmment rationnelle en x. Si on la reduit au 
m&me d@nominateur, et qu’apres avoir differentie le d&nominateur par rap- 
port a y on fait z=a;, on trouve 


fü _ 0z,.0z2,.02,....OzmAla,z,)+0'z,.0z,.02,.... Om: Aa, z,)ir 
pa; ish Ö':, 98,00, Pa Ozm +0 z,.0:, ‚0% Runen : 2 Re BERN \ 3 
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ou Pon doit faire dans les fonctions Hd, ®P et, z=a;, ce qui fait @va- 
nouir Px et par consequent au moins un de ses facteurs, #3; par exemple; 
done 


Ja: 
mr zei —= Na, 2) 


En substituant cette valeur et celle de Der dans l’equation (1.) et en se 





rappelant que 


nn oy = Na, 3) logdz, +1, 2)logdz, +... + le, z,) logdz, , 
on a l’expression d’un nombre 2 de transcendentes de la forme 


Ala;,zk) » 


Va; = Baier od; 


Lorsque plusieurs des racines @, , @&, «... a, sont @gales, on voit 
que la valeur de z; et dz; sera aussi la m@me pour toutes ces racines, de 
sorte que le r&sultat de la sommation ne change pas; seulement on aura 
par exemple u.ya; au lieu de ba;, u @tant le nombre des racines dga- 
les ä a;. On parvient au m&me resultat en formant pour ce cas, au 
moyen des regles de la decomposition des fractions, une formule analogue 





a l’equation (1.). 
Du cas particulier que nous avons considere, on passe au cas ge« 
neral, savoir a la sommation des transcendentes 
vl m 
en faisant usage d’un raisonnement tout-ä-fait semblable ä celui d’Adel, 


vol. 3. p. 319 — 20 de ce journal. 
Cependant on y parvient plus facilement dans le cas particulier ou 


il s’agit de sommer les transcendentes de la forme 


ka; 
v = [on a Ms 


A &tant toujours une fonction entiere, et 2; @tant de la forme ce; A, €; 
designant une constante et A une fonction de a,. En eflet, en conside- 
rant alors la fonction rationnelle en x, 


0 0 z 0 z ’Zm 
12 (tt tee tan 
on voit que cette fonction ayant &t@ reduite au m&me d&nominateur devient 
divisible en haut et en bas par A” lorsque 

are ae ee 0, 
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c’est-A-dire lorsque l’equation Z= 0 manque de Pavant-dernier terme, 
fe 


Faisant done cette fraction rationnelle on pourra supposer comme 


ci - dessus 

Dx = 02.92, .03,....0z,. 
Par exemple, lorsque Z=2”—.p, ces conditions sont remplies, et l’on a, 
en designant par 1, &, &, .... «”* les racines de l’equation "—1=0, 


et en fasant A=yPp; 
= aA, 


d’ou, en formant la fonction Zei et substituant dans (1,), on tire la 


L 


somme d’un nombre 2 de transcendentes de la forme 


a EZ ka; 
va =& S ra 


Si Ion fait m =2?, on retombe sur les transcendentes generalement nom- 
mees Abeliennes, et sur les transcendentes elliptiques lorsque p n’est que 
du quatri&eme degre. 


20, Avril 1838. 
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T 
Demonstration de la formule generale d’integration 
indefinie proposce par Mr. Hill. 
(Par Mr. Ramus, prof. a Copenhagne.) 





Dans le 4”° cah. du 18” vol. de ce journal Mr. Zill a donnd la formule 


du 
1. S - D u“ log(Y a) 4 const. 


U designant le terme ind@pendant de 3 qui se trouve dans le d@veloppe« 
u,(z) 
zy, z 


(u—z wu)? ? Y, etant la fonction inverse de :b ou 





ment de la fonction 





determinde par 
2. yve=y;, x=WY,Y. 


Demonstration. Par la formule de Sürling on a 


un = (24,0 + 942.40 412.9 2. Ju)" 


as 
et par celle de Newton 


(1-40) "= 1422 vu 43 Zw HF +. 
par conscquent 
= Wy HEHE... 


ou, par la sommation de la serie, 


3. uU=WY/’(ybu). 
Or les &quations (2.) donnent 


v’a)= _, z =v/Nn=v’Wer); 





parfant 


Y (vx) u. oz 


Crelle's Journal d. M. Bd.XIX. Hft. 2. 16 
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ce qui transforme l’&quation (3.) en celle-ci 


1 
va’ 





uU= 


qui donne 
du —_ v(u)du 
uUy(u) wu) ? 





et par l’integration 


5 du ER vw (u) du RR 
Is er! Me = aha log(Yy uw) + const., 





ce qui est P’&quation (1.) de Mr, Hill. 
Copenhague le 28. Sept. 1838. 
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8. 


Theorie der Modular-E'unctionen und der Modular- 
Integrale. 


(Von Herrn Dr. Gudermann zu Münster, ) 


(Fortsetzung der Abhandlung No.1. im Isten, No.10. im 2ten, No. 15. im 3ten, No. 21. im 
4ten Hefte des vorigen und No. 2. im Isten Hefte dieses Bandes ) 





Elfter Abschnitt. 


$. 116. 


Von den Modular-Integralen der zweiten Art, 


Di. Modular-Integrale der zweiten Art sind solche Integrale, deren 
Wertbe im Allgemeinen durch Modularlogarithmen und durch Modular- 
Integrale der ersten Art ausgedrückt werden. Es ist nach $. 65. 


el(a+u) + el(la—u) __ 


k? sna enaduasn?u 





ela — 





1—k: su? asn? u 


Wird diese Gleichung mit ©w multiplieirt und so integrirt, dals das In- 
tegral für u =0 verschwindet, so erhält man 


Im (@a + u) — Im (a — u) k? sna ena dna sntuon 
(e-tu) ( _— n.ela— u 
0 








2 


und es ist also rückwärts: 


1 f: snacmadnasn®ucu __ u: a Im(a-+- u) — Im(a — u) 
Jo 1—k:s0?usnta Be 2 . 


Schon im $.39. kam vor, dals 


1— k?: sn? asn?u ’ 








k:snacna en?u k"snaemna k? snaenadna sn? « 
dna(1— k? sn?asn? u) dna 1— k? su?a sn? w 








ist. Multiplieirt man diese Gleichung mit 9% und integrirt, so entsteht 
die Gleichung 


k? snasncacen’uodu 
0 1— k?: sı?®a so? u 








IR sna snca.u Sf snacnadnasn?udu, 
— sn “ n 1—xk? sı?a sn? u * 


16 * 
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und wird hierin für das auf der rechten Seite befindliche Integral sein 
Werth, der Gleichung (1.) gemäls, substituirt, so erhält man die Gleichung 


k?snasnca enm’udu n Im PER RT SUN 
/ pr = (k’snasnea—ela)u + (at) — Imfa—u) 
"| 








1—xk?: sn? a sn? u p) . 


welche aber noch eine kleine Reduction gestattet. Da nämlich A’ snasne«-ela 
—=elce«a—E ist, so erhalten wir 


‚ k? sua sıea. en?u.du Im a un 
2. F = — u(E-—elca) en m(a-+ u) Im (a u) 
) 


1 — k? su? a sn? u 2 








ina dna dn? u k«? sna nadnasn?u 








Da ferner tna dna« — ist, so erhalten 


1— k? sn? a sı? u 1—k? sn?asn?u 


wir, wenn diese Gleichung mit ©w multiplicirt und integrirt wird, 


ina dna dna?u du 'k?snaenadna sı?ucı 
JS — = tnadna.u— . 9 
) ) 


1— k? sı?a sn? u 1— k? sun? a su?u 








und es ist also 


3, tn a mich tb. — (tnadna—ela).u+ ernien 


oi—k? sn? a sn? u 
Da tna dna— ela= El’a—a ist, so kann dieser Ausdruck noch für den 
Coefficienten von % in der vorigen Gleichung substituirt werden. 








Sehen wir von den constanten Factoren in den drei obigen Inte 
gralen ab, so sind dieselben 


sn?u.du f: en?u.du m JS: dn?u.Ou 
1— k? sn? a su? u? 1— k? su? a sn? u 1— k? sn? a sn?u? 


und nach den drei verschiedenen Modular-Functionen, welche in den 
Zählern vorkommen, nennen wir das in der Gleichung (1.) vorkommende 
Integral das Sinus-Integral, das in der Gleichung (2.) vorkommende In- 
tegral das Cosinus- Integral und das in der Gleichung (3.) vorkommende 
endlich das Differente- Integral. Die veränderliche Grölse © nennen wir 
das Argument des Integrals und die Constante « den Parameter. Jedes 
der drei Integrale hängt also von drei Grölsen ab: von dem Argumente z, 
von dem Parameter @ und von dem Modul % Wir wenden die folgende 


k? snaena dna.sn?u.0u 
© (u, a) m f ’ 
h) 


1— k?: sn? a su? u 











Bezeichnung an 





k? snasnca.en?u.du 


(ua) = > 


o 1—k? sn?a sn?u 





tna do a.dn?u.0u 
JS. 1—k?sn?a su?u 





D (u, a) 





Elfter Abschnitt S$.117. 121 


und ändern diese Bezeichnung ab in ©’(w,a), C’(w,a), D’(w,a), wenn 
der Modul % mit %’ vertauscht wird. Hiernach haben wir also die drei 


Fundamental- Formeln 


Sua)—= w.ela— SERIE TINEEN, 


Im(@a + u) — Im(a— u) 

2 > 
— Im (a—u) 
2 

] —| — 
D (u, a) som u(&l a—a)+ m(a-- u) . m(a — u) a 

Die vorstehenden drei Integrale hängen auf eine einfache Weise von ein- 
ander ab. Es ist zunächst 


S(uwa)+C(wa) = k’snasnea.u und 
S(u,a) +D(ua) = tna daa.u — 


dnca k’enca 
j — 
tnca en a 








C(ua =—u(E—elea) + 


D(ua) = ultnadus— ela)—+ u nnin 8... ;„ oder auch 








I 





u 
suca ' ” 





D(u,a) — C(u,a) = 


k’?ina dnea k’cenca . 
’ t, 


da tna dn« — k’sna snc4 = —— = — = 
du tue a euna@ 





U, 
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Eintheilung der Modular-Integrale der zweiten Art in vier Classen, 


Die Modular-Integrale der zweiten Art haben einige Aehnlichkeit 
mit den im Zusatze zu $. 61. aufgeführten achtzehn Integralen; die zu 
integrirenden, mit du multiplicirten Functionen des $. 61. enthalten im Züh- 
ler entweder nur eine Modular-Function des Argumentes z, oder zwei 
verschiedene Modular-Functionen des veränderlichen Argumentes u; WO« 
gegen in den Zählern der Integrale S(u,a), C(u,a) und D(w,a) hinter 
dem Integrations-Zeichen das Quadrat einer Modular- Function des Ar-= 
gumentes % vorkommt. 

Diese Aehnlichkeit läfst sich noch weiter verfolgen. Die Aus- 
drücke der Werthe der Modular-Integrale enthalten jeder den halben Un- 
terschied der Modular-Logarithmen der Argumente au und a—u, und 
so wie die Werthe der im $. 61. aufgeführten achtzehn Integrale sich theils 
als byperbolische, theils als cyklische Arcus darstellen lassen, so lülst 


sich auch die Differenz "et — 4) pald als ein byperbolischer, 
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hald als ein eyklischer Arcus ausdrücken, Setzt man überhaupt Imx = 
log(Ox), so ist auch Im(a+u)=logP(a--u) und Im(a—u) =1logP (a—u), 
also 





Im(a tu) — Im (a — u) ira en 
2 OP’ p(la—u) 
Sind nun @ und « entweder beide reell, oder beide imaginär, so läfst sich 


f ( er u) , P+-0O . ” 
2 Hs in beiden Fällen unter die Form PO bringen, worin 


P und O Sa ist, und es ist also die Differenz 
Im )— Im(a — P+-O 
a+tu = (a— u) — log = Arc Tang (7) 
ein Ayperbolischer Arcus, welcher auch wohl als ein Aggregat mehrerer 
hyperbolischen Arcus dargestellt werden kann. 





der Bruch 





Wenn aber eines der beiden Argumente @ und « reell, das andere 


m(a--u) 3 In(a— u) in 





. . . ® .. . . . l 
hingegen imaginär ist, so läfst sich die Differenz 








beiden Fällen in der Form log mu darstellen, in welcher wieder P 
und @ reell sind und es ist also nun 
Im (a—+- u) — Im Er) Er 
5; = log sr = arc tang 5) 


ein cyklischer Arcus, welcher Be wohl als ein Aggregat mehrerer cy- 
klischen Arcus dargestellt werden kann. 

Man kann daher die Modular- Integrale der zweiten Art eintheilen 
in solehe, welche von Ayperbolischer Natur sind und in solche, welche 
von cyklscher Natur sind, oder besser sogleich in vier Classen von Inte- 
gralen, wovon zwei zur ersten und zwei zur zweiten Gattung gehören. 

Die drei Integrale © (w,a), C(w,a), D(uw,a) machen, wenn 4 und 
a. reell sind, eine Classe von Integralen mit hyperbolischer Natur aus; 
setzt man aber «2 für a, so wird jedes der drei Integrale imaginär; es 
enthält dann den Factor ?; lüfst man diesen Factor weg, so sind die In- 
tegrale reell und von cyklischer Natur; wir bezeichnen sie aus diesem 
Grunde mit S (wa), C(u,a), D(u,a). 

Setzen wir in den vorigen sechs Integralen wi für u und führen 
sogleich reelle eyklische Modular-Functionen des Argumentes u ein, SO 
erhalten sie den Modul 4. Um dieses zu vermeiden, vertauschen wir 
in den sechs vorigen Integralen zuerst die beiden conjugirten Modul, ehe 
wir wi für © setzen. Dadurch erhalten die Sinus- Integrale den Factor 1, 
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die Cosinus- und Differente- Integrale aber den Factor 2, und nach Weg- 
lassung dieser Factoren verwandeln sich die drei Integrale ©’ (u, «), ©’ (u, «) 
und D’(w,«a) in drei andere von cyklischer Natur, welche wir durch 
'S(u,a), ‘C(wa) und ‘D(u,a) bezeichnen. Die drei Integrale S‘(u,«), 
C'(u,a) und D’(uw, a) aber verwandeln sich nun in drei Integrale von by- 
perbolischer Natur, welche wir durch ‘S(u,a), ‘C(wu,«) und ‘D(w, a) be- 
zeichnen. Hiernach haben wir also im Ganzen zwölf Modular - Integrale 
der zweiten Art, und hiervon rechnen wir 


Zur ersten Clase: S(wa),, C(wa), D{(u,a); 
Zur zweiten Classe: SS (ua), S(ua), D(uwa); 
Zur dritten Classe: 'S(u,a), 'C(wa), ‘D(u,a); 


Zur vierten Classe: 'S(u,a), 'C(wa), 'D(u,a) 
Bald nachher werden wir einen hinreichenden Grund für diese besondere 


Anordnung der Reihefolge der vier Classen angeben. 


Die folgenden einfachen Gleichungen drücken in imaginärer Form 
den gegenseitigen Zusammenhang unter den zwölf Integralen aufs voll- 
ständigste aus: 


1. S(wa)=:!S(u,a), 
2. S(ua)=i&(u,a), 
3 

4. SS (u,a)=-i&(u,a), 
I. N (w,a)=-i&© (ua), 
6. Su, )=-i IS (ua), 
7. S(wa)=i'&(u,a), 
8. S(uwa)=i'S(u,a), 


K(uwai)=iÜ(u,a), 
C(uai)=iC(u,a), 


C (ui,a)=i( (ua), 
C(u,a=i'l(u,a), 
glus,a)=iÜ(u,a), 
Cuai)=i'l(u,a), 


KL (ua)=i'C(u,a), 


D(u,aı)=iD(u,a), 
Dua)=:D(u,a), 


. S(w,a)=-t'S(ua), K'lus,a)=iC(ua), D(ui,a)=i'D(u,a), 


'D' (u, a)=iD(u,a), 

D' (u,a)=:'D(u,a), 
D(ui,a)=i:D(u,a), 
Diu,ai)=iD(u,ua), 
Dua)=i'D(uu), 


und aus ihnen erhält man noch durch Zusammensetzung die folgenden 
Formeln: 

9. S(wa)='S(ua), U(usa)=-'C(wa), D’(uia)—=-'D(u,u), 
10. ‘S’(us,aı)= S (wa), 'Ü(usai)=-C (ua), 'D' (wi,ai)=- D(u,a), 
11. © (u,a)='S(ua), Klus,a)=-Clua), D(ui,ai)=-'D(u,a), 
12, ‘S’(uz,ai)= S(ua), 'Clusa)=- (ua), "D’(us,a)=- D(u,a), 
in welchen sich das an den Buchstaben ©, €, D auf der rechten Seite 
befindliche Comma auf eine Vertauschung des Moduls k mit / bezieht, 
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hingegen das Comma zur Linken auf die Unterscheidung der ersten Classe 
von der dritten, oder auch der zweiten Classe von der vierten. 





$ 118. 


Fundamental-Formeln für die Integrale der ersten Classe, 


Setzt man in den Ausdrücken für S(w,a), C(w,a), Du, a) im 
$. 116. jetzt «2 für @ und lälst man den davon herrührenden Factor ö 
auf beiden Seiten weg, so erhält man für die Modular-Integrale der er« 
sten Classe (zweiter Art) zunächst die folgenden Ausdrücke: 
r a k? Sna Ena Da sn?u.du 
S(u, 4) =/ 1+-k? Sn?asn?u ’ 


/ k? Sna Gna.en?u.d 
l. «Cu)= Be RA DETR TER 
Jo, Dna(1+%? Sn?a sn? u) 


Du A) - jr Dna.dn?u du 
arm o Ik? Sn’a su®’u ? 














welche sich, wenn man cyklische Functionen statt der hyperbolischen ein- 
führt, in 


S(u,a) = 








k? tn’a dıfa.sn?u.Ou ai dne’ a en?u.Qu 
. en? a (1+ k? tn’? a sn? u) =/ tn’ a suc?a" 14+-%? tu/?ası? u? 
y, Cu, () = k? ul ba ‚ou 
Jo du’a(i+%? in? a sı? u)? 
tn’a du’ a.dn? u.du 
o 14 k? to‘’?a sn? u 








(u0= 


verwandeln. Die Werthe dieser Integrale werden durch die Formeln: 
Im (ut ai) — Im(u— ai) 





Sua= u.Cla— 











2i 9 
3. sCua = —ula— Ctel!d)+ — re) > wre 
Dua= ulel’a—a+ era dan 
ausgedrückt und die darin vorkommende Differenz mieckeibrr Im(u—ai) 


ist zwar reell, läfst sich aber im Allgemeinen nicht anders in einer reel- 
len Form darstellen, als durch Entwicklung in unendliche Reihen. 


Setzt man den Parameter a=K’, so hat man, da 
mu Hifi) ui _ (K—C)u+17 ist, die folgenden particulären 
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Bestimmungen: 
4. Bu), Cu,kK)=!r, Du,K)-Iz. 


Setzt man aber das Argument z= ÄK, so erhält man, da 


Im(K-Fai)— In(K-ai) _ m, ist, die Bestimmungen 





2i 
S(K,a) = K.Cla—E.a = (K—E)a-+(tn’a dn’a— el’o).K, 
5. C(Ka) = K(E—elea)— (K—E)a, 
D(K,a) = K.e!’«a— (K—E) a. 


Den Zusammenhang unter den Integralen der ersten Classe drücken end- 


lich die drei Formeln aus: 











k? tn/a doc’ a kene a 
f (u = —u = um ‚u, 
S (U, a) + Cu, a) do’a u tne’ a co’a 2 
sn’a 





2 


6. (u, a) + Du, a = tn“ a dn’a.u = suc’a ' 


D(u,a—C(u,a) = (k” sn’a sno’a).w. 


$. 119. 


Fundamental-Formela für die Integrale der dritten Classe. 


Vertauscht man in den Formeln des $. 116. den Modul % mit %‘, 
und setzt wi für z, so erhält man, den Formeln (3.) des $. 117. gemäfs: 


k'? su’ a cna du’atn?u.Ou 
/ — 
S (u, 4) =/ 1-+-k'? sn’? a tn? u | ’ 
k'? sn'a snea.du 
ı m 
Cu, A) =/ eu? u(1-+ k’? sn‘? a in? u)? 
tn’a dnfadn?u.Ou 
Du, a) ef 2 u(1l 4% an’? 2) ? 
o en?ull-FK'? sn‘? a tn? u) 
und da en’z(1-+-%k”sn”ato’a) = 1—dn”a.sn’u ist, so lassen sich jene 
Integrale auch also darstellen: 


DE ln ah ER TOR 
'S (u, a) = f sn’a en’ado/a.sn?u.du 
r 1 — do’? a.so? u 


k’? sn’asnea. 
1. (Cu, a) =/ a 
o 


1— do’?a. sn? u 














9 





tn’a do’a.dn?u.0d0u 
1—du’?a.su? u 





Du,a) = 


0 


Für die Werthe dieser drei Integrale erhält man die Formeln: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. HR. 2. 17 














126 9. Gudermann, Theorie der Mod,-Funct. und der Mod.-Integr. 8.120, 





'S(ua) = —u.ed’a+" rl elened 








2i 
| u SER rer ten 
2. Ca) = —u(E'—ele‘a) +" Sie ren ( en 
ü [4 
'D’u,a) = u(tn’a dn’a— el a) +" hen eu): 


Setzt man den Parameter «= K', so hat man, da 


‚(K \— Im’ (K’—- wi . . . . 
Im’ (K’4 ui) - n(K—ui) _ my ist, die particulären Formeln 


3. SwK)=0, CUwK)=0, 'DwR= 
Nimmt man aber das Argument w=K, so erhält man, da 
la’(a+iK) = (a—iK) A (K—E) 2 Er 1 ist, 
'S(K,.a) = (K—E).a—K.ella+!r, 
4. CK,a) = (K—E).a— KE-—elca) +17, 
D(K,a) = (K—E).a+ K(to‘a dn’a— el/a) + 4. 
Der Zusammenhang unter den Integralen der dritten Classe wird ausge- 


drückt durch die allgemeinen Formeln: 
'C(u,a) —'S(u,a) = k”sn’asnc’a.u, 


5, 'D(u,a) —'S(u,a) 








sn’a 
tn’a dn’a. u 2 





u 
snca' 








dnec’a k enc’ a 
(: —C(ua = um 
(u, a) —'C(u, a) ern ar 
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Die einfachsten reellen Relationen unter den Integralen der ersten und dritten Classe, 


Man findet leicht 1— dn”a sn? (K— u) = k'? (sn? a + en’? a sn? u) 


da? x 





Daher ist 


H —dn’a en?u.du _ f—k?tuca en? u.du 


tv’a 1+ sn? u duc’ a f 1-+-k: tue ?a sn?u ? 
tv’?a 











oder 
0 S(K—ua) = —oC(wK—a), 

und also £ 

'S(K—u, a)-+ Cu, K’—.a) = const. 
Die Constante findet man, indem man entweder @=0, oder u=K setzt. 
Daher ist 
(S(K—ua)-+ C(u K'—a) 
ISwK—a+C(K—u, a) 


'S(K,a) = C(K, K'--a) und 
SK,K—-a = UKR,a); 
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denn man braucht in der vorigen Gleichung nur K — u für u und K’—a 
für @ zu seten. Ferner findet man, da 


k'? ene?a 
due’? a du? u 


} — ine’ a dne!’a .dn?a.0u 
C(K—u, a) =/ 


1--xk: ine’? a su? u 





1—dn’asm’’'K—W)= (1-+ÄA’tnc”asn’u) ist, 





oder 
oe CK—ua) = —0DwKR—.u); 


daher haben wir 
CK-—u.a) + D(u, K'—.a) 
Cu,K-a)+D(K—u a) 


Ferner findet man 


C(R,a) = D(K,K’—.ua) und 


2} CK,K—a = D(K,a). 








E — doc’ a ou 
o’D’K—-u,u) = N un« 
DK 4) ene’ a suc’a 1-+-k* tuc’?asn?u ? nd da 
k*? tne’a dne’a sn?u.0Ou 
oS(uwK-—-a) = i — 
S( , ) euec’? a 1-+ x: twe/?a sn®u 


ist, so haben wir 


. 


8 S(u, K—a) —8'D(K— ua) = — ©, also ist 


sn’ a suc/ a 





8. 





S(w,K—-a— 'D(K-ua = u DK, 0). 


sn’ a snc’ a 
Setzt man in dieser Gleichung K— u für u, und K’—u für a, so hat 
man auch 


S(K-uw)—'DwK—-a=- 5 


n’ a sıc a 


D(K,K—.a), 
Setzt man hierin = 0, so hat man noch 
0. SKa)= —— — D(K, Ka). 
Wird von dieser Gleichung die vorige subtrahirt, so erhält mau 
10. Duw,K—a—S(K—uua = — S(K,a). 





u 





sn’a suc’a 
$. 121. 


Fuudamental- Formeln für die Modular -Integrale der zweiten und vierten Classe. 


Die Fundamental-Formeln für die Modular-Integrale der zweiten 
Classe kamen schon gröfstentheils im $. 116. vor und es bleibt fast nur 


übrig, einige particulären Bestimmungen aus ihnen herzuleiten. Setzt 
Im(X + u) — In(K— u) 
2 





man den Parameter a=K und erinnert sich, dafs 
= E.u ist, so erhält man 

l. SwK)=0, CwK)=0, DuK)=t. 
17 * 
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Setzt man aber das Argument v=K, so erhält man 
S(K,a) = K.ela—E.a, 
2. GC (K,ua) E.a— K(E— elca), 
D(K, a) K(taa doa— ela) +E.a. 
Zu diesen Formeln fügen wir noch eine allgemeine hinzu. Vertauscht man 


in den Formeln, wodurch die Werthe der Integrale ausgedrückt werden, 
das Argument &% mit dem Parameter, so verwandelt sich die Gleichung 


Im(a-+u) —Im(@—ıu) . 
> in 


ln (a + u) — Im(a— n 


2 





S (ua) = u.ela— 





S(a,u) = u.elu— 





indem Im («a — u) = Im(u— a) ist. Durch die Subtraction erhält man also 
3. Sau) -— S(wa) = a.elu— u.ela. 

Achnliche Formeln lassen sich auch leicht für das Cosinus- und Differente- 

Integral, und überhaupt für die Integrale der drei übrigen Classen herleiten. 

Die Integrale der vierten Classe werden ausgedrückt durch die 





























Formeln 
(0,6) k'? ina er sn?u.0u # dnca sn?u.Ou 
a = er u = . m. 
© ( > sn? u -) otuca suc? a —sn?u? 
en? a( 
ne? a 
n ( ma.Ou dnca ou 
4. ) Ca) -f —— ——, 
su?’u tue a sn*’u 
du a( ) 1— 
sme?a 0 snc? a 
tnadna.du?u.Ou 
D(uu) = “RT, 5 
; sn? 7 
sne2 a 


welche man erhält, wenn man in den Formeln (1.) des $. 119. a: für a 
setzt und den Factor 2 auf beiden Seiten weglälst. 


Setzt man in den Formeln (2.) des $. 119. ebenfalls a? für «, und 











beachtet, dals überhaupt Im’(ö2) = —$ın’x ist, so erhält man 
S(ua) = —u.Cla-+ an Al u 
5.‘ Cıaua) = —ula—E-+elca) + £m’(a+u) 2 Em’(a—ı) 
D(u,a) = —u(a—ela) „ retareTe, 


Der gemeinschaftliche Nenner oder Divisor in den Ausdrücken (4.) 
wird schon = 0, wenn sne@=snuw, also a«+u=K wird; und weil dann 
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die Beschleunigung des Wachsens der drei Integrale unendlich grofs wird, 
so werden die drei Integrale 'S(w,a), ’C(w«) und ‘D(w, a) früher un- 
endlich, ehe «a oder % die Grölse von Ä erreicht: dann nämlich schon, 
wenn v=K-—.a wird. 

Setzt man in den Formeln (6.) des $. 118. noch xi für v, indem 
man zugleich die beiden conjugirten Modul % und Ak’ mit einander ver- 
tauscht, so werden sie 


dne a 








Llua) —'S(ua) = ul 
u sna 
6. Du,u) —'S(uua) = Er 


Dua) —'C (ua) = k’sna snca.u. 


Setzt man in den Formeln (4.) K—a für a, so lassen sie sich also dar- 


stellen: 2 
Pan dn sn?u.o 
0 


na su? a— sı?u 





. 


] cz 
. lu, K—a) fi Sna enadna.c 5 
0 


sn? a — su? u 


snasnea.dn’u.du 
D (W, K 7. d) =/ —— ° 


0 suıra—sı“ u 








6. 322, 
Kennzeichen bei Bestimmung der Classe, zu welcher ein Modular-Integral der zweiten Art 
gehört, 
Ein Modular-Integral hat immer eine von den vier Formen: 
Asu?u.Ou A cn? u.du A dn?u.0u Adu 
’ i+nso?u ? 1-+-n su? u ? i+nsu?u? 1--n sn?u ? 
unter A und ” constante Coeflicienten vorstellt. Die Classe, zu welcher 
ein solches Integral gehört, muls lediglich nach dem Nenner 1-+ 2 sn’, 
oder nach dem Coefficienten 2 bestimmt werden. Sieht man auf die ver- 
schiedenen Werthe von 2 in den zwölf Integralen der zweiten Art, so 
überzeugt man sich, dafs die Zahl n 
entweder zwischen den Grenzen 4 und O enthalten und also positiv ist, 
oder zwischen den Grenzen O und — A’, also negativ, 
oder zwischen den Grenzen —%k? und —1, also negativ, 
oder zwischen den Grenzen —1 und —}, also negativ ist, 
wenn man die Zahl n allmälig abnehmen lälst. Diese vier verschiedenen 
Werthe von 2 beziehen sich der Reihe nach gerade auf die vier Classen 














wenn man 
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der Modular-Integrale der zweiten Art, in der Anordnung, in welcher die- 
selben in $. 117. aufgeführt worden sind. Zu den Integralen 

der ersten Classe rechnen wir S(w,a), Cu, a) und D(w, a), welche 
von cyklischer Art sind, weil in ihnen n =? Sa = R? tn” a, 
und also zwischen den Grenzen 4 und O enthalten ist. 

Zu der zweiten Ülasse rechnen wir © (u,a), C(u,a) und D(u, a), 
welche von Ayperbolischer Art sind, weil in ihnen 2 = —Ä? sn?a 
und also zwischen den Grenzen O0 und —%” enthalten ist. 

Zu der dritten Classe rechnen wir ‘S(w,a), ‘C(wa) und ‘D(w, a), 
welche von cyklscher Art sind, weil in ihnen 2 = —dn’a, 
und also zwischen den Grenzen —k” und —1 enthalten ist. 

Zu der vierten Classe endlich rechnen wir die Integrale ’S (u, a), 


EC (ua) und ‘D (wa), welche von Ayperbolischer Art sind, 


- . . age 1 1,9 
weil in ihnen = — Dn”’a = az = —(l+K”toXa) und also 





zwischen den Grenzen —1 und —} enthalten ist. 
Hieraus ersieht man also, dals die in $. 117. angegebene Reihefolge der 
Classen der Modular-Integrale der zweiten Art keine willkürliche ist. 


$. 123. 
1 n 
Die Modular-Integrale der ersten und zweiten Classe mit dem Modul = zurückgeführt auf 
solche Integrale mit dem Modul X. 


k* snacna dua n?u.Ou 





Setzen wir in dem Modular-Integrale © (u, a) = 

1 
k 
k.du für u, so verwandelt sich nach $. 30. der Zähler A’ sna cna dn a sn’u.du 


. 1 — k? su?’asn? u 


der zweiten Classe ka für a, ku für % und statt des Moduls A, also auch 


in : k sna.dna.cna.k’sn’u.kou= k’snacnadna.sn’u.du, und da der 
Nenner 1— k? sn?’asn’u ebenfalls ungeändert bleibt, so ist 
1 
l..: @ (ku, ka, —-) = ©(u,a) 


k? snacnaen?u.du d 
oa(l1—k?sn?asn? u) Pin 


{ Ina. dn?u.du r Pr 
D(u,a) = ER mitnehmen dieselben Abänderungen macht, so ver- 
o 1—k?: su:asn?u 





Wenn man in den Formeln 6(w, a) =f 3 
0 





k:snamaen?u.du » 1 ksna.dna.dutu.kdu 
ın I?’ => 
dna k ena 


tnadna dn’u.2u und der Zähler tn«a daa.dn’w.du in A’ sna snca.cn’u.du; 








wandelt sich der Zähler 
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daher erhält man 
a (ku, ka, —) = D(u,a), 
3. D(kuka-)= € (ua). 


Setzt man in den vorstehenden Gleichungen noch «a? für « und wendet 
die Formeln (1.) des $. 117. an, so verwandeln sie sich sofort in 


4. 85 (A u, ka, 2) = N(u,a), 
5. € (f u, ka, —) —= D(u,a), 
6. D (% u, ka, 2) —= (C(u,a) 


Zusatz. Die vorigen Formeln können auch wie folgt bewiesen 
werden. Da nach $. 81. 


Im (ku + ka, — —= Im(u+ua) — = .(u+a)’ und 











1 k'? nn“ . 

Im (ku — ka, —) —= Im(w—.a) — = .(u—a) ist, so ist auch 
Im (Ruf -) — im (% ka,—) 
m ku-fR sr) Aue ie ”% _— Im(ut a) — Im (u — a) 2 

= — k?,au. 

2 2 
. ’ 1 ela — K?.a - j 
Ferner ist el (x d, —) == t ; also verwandelt sich w.ela in 


Im(@a+ u) — Im (a— u) 


) 


— 


wieder in 





u.ela—k”.au und folglich w.ela — 


u.ela — mel ut Die > Adaiin. ‚d.h. es verwandelt sich © (w, a) wieder in 





&(u,a), wenn ka für a, ku für vw und — statt des Moduls % gesetzt wird. 


$. 124. 


Die Modular-Integrale der ersten und zweiten Classe, mit dem Modul a zurückgeführt auf 
solche Integrale mit dem Modul x. 
Setzen wir in dem Integrale © (w, a) an die Stelle von «, A (X— u), 
’.. ® ik . 
und Aa für a, wie auch 7 statt des Moduls k, so verwandelt sich 
- . ik 
S(u,a) in S(r(K —ıu),Ka, Pr 
und überhaupt der Zähler Ak’ sna cna dna sn’w.du in 
k? 1 k? sn? a snca en? u.Cu 


— u arm. f . 0 _— 
„75. onca.snca. „cm u.hicu ur 





x Dabei verwandelt sich du in —k du 
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Year Nenner 1—ksn’asn?u verwandelt sich in 
dn?a-+-k?sn?aem?:u __1— X? sn?a sn?u 
dn? a Eu dn? a b) 








k? n n 
i+ „z ene a.en u = 





folglich ist sk £ 
S (A (K— u), ka, 5) = const. + C(w, a). 


Setzt man, um die Constante zu bestimmen, u Ä, so erhält man 
const. = VPE a), und also 
1. S|/v(@—u), Wa *] = —EA,0) + Cu,a), 
in welcher Formel nun auch noch für C(X,.«a) der in $. 121. hergeleitete 
Werth substituirt werden kann. Eben so findet man umgekehrt 
2. Ca &—u,ra,] = —&(,0)+&u,a). 
Der Zähler tna.dna.dn’w.du von D(w,a) verwandelt sich in 


ktua. . ; en E (—k' du) ut TE tina dna.dn? u.0u 


du a du? a ’ 


1—k? sn? a sn? u 
dn? «a 








und da sich der Nenner L— k° sn’a sn’u in 





verwandelt, so 
erhalten wir 


i 'k 
a: m ß (K—u), ka, =] = D(A,a)— Dlu,a), 
indem für @ =XK der Ausdruck verschwinden soll. 


Setzen wir in den entwickelten drei Formeln a: für «a, so ver- 
wandeln sie sich in 








4. 8 RX — ), ka, —= —((Ka)+C(u,a), 
5, ER Ka, ] = —S(A,a) + Su, a). 
6. Die @—u,wa#]|= Di, —Dü,a). 


Die Formeln (1.), (2.), (3.) bieten den bemerkenswerthen Umstand 
dar, dafs sie noch auf eine zweite und einfachere Weise dargestellt wer- 
den können. Setzt man in der Formel (l.) X—u für z, so erhält man 


Dt 7 A k? sna suca ene? u.du 
IS 1k' 'q,- ) — ol (Ä—ua) = — 
oo (x U, ka, 7. oc(K 3 ) 1— k? sn?a snc?u 

















R k'2 sn? u . en?u. . .. 
und da enc’u = —— ,„ sne a = —— ist, so erhält man zunächst 
dn? u dn? u 
85 (X 1 - k? k/? sna snca sn? u.du 
SOAURGTI TO u Hmiamis ° 


Da aber 
do’u — AR sn?a c’u =1— Ksn’a—Kon’aım’u= don’ a(1— A’snac’a sn?%) 
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ist, so reducirt sich die Formel auf 


f ik 
© (A u, ka, =) = — 





f& snea eneaduca su’n.Au 
1 — I? suc?a su’u 
oder 


7. S(k u, k'a,- fr =) —= — Su K—a) 
Ebeu so findet man 


8 8 (1 u, ka, - “ =) = —((wkÄ—.a) 














und 
OD (x u, Yu +) dnea ou 
% ı = D Pr s j 
. k' tineca 1—k*” snc?a sn? u 
duca n ‚ A? enca enca dne a sn?u,ÖOu 
232 RZ: u .: a Er 9 

inc a 1 — k? suc?a sı? u 

oder 





k dne ; 


inca 


und da S(w X —«a) = tneadnca.u— D(wÄ—a) ist, so erhält man 


ik u ‚ 
D (A u, k'a, — z :) = — — DuK—a). 


Soasıca 


| 


Vergleicht man diese Resultate mit den früheren, so erhält man die RKe- 


lationen 
VK—u)+S%wKX—a = N(K,a), 
10. S(K—u,a)+N(wK—a) = &(K,u), 
» ‚ . u 


woraus, wenn u=_Ä gesetzt wird, folgt: 
S(K,K—a) = C(K,a), 
o ‚ er 
11. V(K,K—u) = S(A,a), 

K 


sna sucta 


| 





[2 (K, K—.u) — D(L,ua) 


Die Formeln (10.) können nun auch also dargestellt werden: 
K(K—wa+SwKX—a = ©(K,K—a), 
S(A—ua) + C(wkÄX—au) (A, X—a), 


DK—U)—- Du K—a) = U D(R,K—a), 


suasuca 





| 


und wird hierin X—u für u, ferner Ä—a für a gesetzt, so entsteht 
CwX—a)+S(k—uu) = S(A,a), 
S(wK—u)+l(k—wua = C(d,a) 
2 
D(u K—-a)— D(Ä— ua) am oa) 
Crelle's Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 2. 18 


\ 


(I 
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Diese Formeln stimmen wieder mit den Formeln (10.) überein. Für 
die Integrale der vierten Classe erhält man leicht die Fornieln 





IZ@/K nn Hlepn E u 
S(K—ua = 'S(u K—a) ME een —+- const., 


2 1 M 
12. SK—ua = 'D(u K— a) + coonst., 
D(K— u, a) '& (u, K—.a) + const. 


( 





$. 125. 


’ ’ s i 1 ik 
Die Modular - Integrale der zweiten nnd dritten Classe mit den Modulun — und —, 
v v 


zurückgeführt auf Integrale mit dem Modul X. 


5 f, - r . u u 1 ir + . 
Es ist nach $. 123. S (wi, a) = © (A u 1, ka, ). Da aber ©’ (ws, a) 
—= —i.'S(u,a) und aus demselben Grunde auch 
’ 1 . k 
© (1 ui, k'a, 7) = —.'S (Au, ka, 7) 
ist, so erhalten wir die Gleichung 


Y Lk 1 
BR (Au, ha, —) — 'S(u,.a). 


Ganz eben so erhält man noch die Gleichungen 
« IfY ./ L ik BRREN, 
> Fa? (A u, ka, 5) = 'D(u,a), 
Ik 
3. D (Ku, k’a, —) = Ulu,a). 
Setzt man in den drei vorigen Gleichungen a2 für a, und beachtet die 
Formeln (7.) des $. 117., so erhält man noch 


m k u 
4. S(kuka) = '&u,a), 


k' 


5. Clkuka, 7) = 'Cma), 
8: 0 (Au, ka, 7) = D(u,a). 
Setzt man in den Gleichungen (1.), (2.), (3.) des $. 124. jetzt K— u: 


für z, so verwandeln sie sich zunächst in 


S(Kui,ka) = —ClK,a) +C(K—via), 


C(kui;,ka) = —&(K,0)+&(K-ui,a), 
D(us,kat)= DKa)—DR-ui,o). 


Beachtet man nun, dafs —i(u+:K) =K— ui ist, und vertauscht den 
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Modul % mit dem conjugirten k‘, also auch A mit K’, so giebt die An- 
wendung der Formeln (3.). des $. 117. auf der Stelle 


'S(ku, ka, +) = Cur+ik,a)—i.l/(K,a), 


C (f u, ka, en = 'S(u-+iK',a)+:.©(K,a), 
'D (ku, ka, 2 = Dur+riK,a)—i.D(K,a), 
und diese Formeln können auch also dargestellt werden: 
7. 'S(ku, ka,-) = 'Ow+iK,a) — 'CiK‘a), 
>» (fr u, ka, e = 'S(u-HiK',a)—'S CK‘, a), 


1 ‚ än MR 
9. 'D(ku,ka, —\ = ’Du-+rik',a)—'D(iK', a). 
Setzt man in den vorstehenden Formeln noch «a? für a, so werden sie 
1 e he ER POR 
10. (k u, ka, k ) = ‘Ilu-riK,a) —'CiK', a), 


es 
n 
11 ‘Ss (r k —) ne A K' IE 3; RK’ 
r ka, —-) = S(u+r:K,a)—'S(kKh',a), 
D 


12, (ku, ka, 4) = 'Dwu+iK,)—'DGK", 0). 
Wendet man die Lehrsätze des $. 30. auf die Formeln (4.) des 
$. 121. an, so erhält man die folgenden Formeln: 


13. 5 (ku, ka, =) = — © K—u), 


N / £ a 
u — (I) -—— — — 
I ‚K ) sn asuce ° 


14. °% (ku, ka, —) 


5. D (ku, ka, —) = ((wK-—a). 


Vertauscht man in den Formeln (7 — 9.) des $.124. k mit A‘, so 
hat man 





 k' zu , il’ - " 
© (ku, ka, —) = —©(wK—a); & (ku, ka, —) = —d(wRK'—o) und 
;e u 
z (A u, hd, =) vn svasıca DO (W, K— a); 


und setzt man hierin vi für u, so verwandeln sie sich sofort in 
16. ‘8 (ku, ka, — = —'S(wK—a), 


17. Chu, ka, =) 
18. ‘D (r u, ka, —) — _ —'D(u, K—a). 


—'C(w,K—.a), 


\ 


} 





sn’ a sıca 
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Zusatz. Auf ähnliche Art erhält man aus den Formeln (13— 15.) 


noch 
19. 8 (Ku, k'a, 5) = —'S(wK—a), 
/ a A o 
20. C (r U, k d, =) = 'D (u, Ä— a) Be Fr y 
21. (ku, ka, =) = 'UwK-—.a). 
und vergleicht man diese Resultate mit den in $. 124. gefundenen, so hat 
man noch 
\ CwK—-a+D(K—ua = D(K,a), 
22. S(w,K—a +tU(K—ua) = C(K,a), 


Von K—-ad)—S(K-—u,a) —  — S(K, a), 


sn’a suc’a 





und also dieselben Formeln, wie im $. 120. 





$. 126. 


Die auf das Argument K—u bezogenen Integrale aller vier Classen zurückgeführt auf 
Integrale des Argamentes u. 


Es ist nach $. 73. Im(a+-K—u) = Im(K— (u—a)) = 
= + Im(u—a) + log (47 7 2) — E(u-a), und eben so ist Im(@a+u—K) 


= Im(K—(a+W)= + Im(u+ a) + log ("RF) —E(u+ a). Wird 


also die zweite Gleichung von der ersten subtrahirt, so erhält man 
Im(@a+K —u) — Im (atu—K)__ 
2 

















los rn +E.a A ee, 


A 





D Pr ] et FEUER i r 
Setzt man aber in der Formel S (u, a) = u.ela — m(a+ u) 5 m(a— 1) für 
u an die Stelle K— u, so erhält man 


&S(K—u,a) = (kK—u) ela — In(a+K—u) = In(a+u— K) : daher tat 











S(k- wo) = (K-Wedat Im (u-+ a) — Im(u—a) Re dn(u—a) —Ea, 








2 "EN dn(uta) 
also 
u Pr \ da (u—.a) 
S(K—ua)+&(uwa) = K.ela—E a a re 
Da ferner 
log yz r m — Arc Tang (k’sna snca sn u snc“%) 





sn? ie? 
— 1 Arc Tang ( =)- Arc Tan ( er) 


Cure 2a 
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ist, nach $. 37., so kann der eine oder auch der andere Werth noch in 
der vorigen Formel substituirt werden. 


Da S(K,a)=K.ela—E.a ist, so kaun die vorige Formel ein- 
facher also dargestellt werden: 


S(K—uwa +©(wa) = ©(K,a)— log 


re 
dn (ua) 
Da 
C(u,a) = k’snasnca.u— © (u,a), 
C(K— ua) = K’snasnca.(K—u)—S(K—u,a) und 
C(K,a) = K’sna snea.K—C©(CK, u) 
ist, so ist 


Eu a) HER) —Kd)= —ES(K—u0d)— S(ua) +&(K, a), 





folglich 
2 &KR-u0)+ wa) = CR,a)+logVa—n und 
3, DIK—u,0) + D(u,a) = D(K,a)+ lo; Ve. 


Setzt man in den vorstehenden drei Formeln «: für a, und läfst den Fac- 
tor 2 auf beiden Seiten weg, so erhält man noch 


4. SCK—ua)+ S(wa = S(K, a—d, 

5. CK-uva)+CUwa=C(Ka+P, 

6. DK—-wa+D(ua = D(K,a) +P, 
wenn der Kürze wegen gesetzt wird 


R 


dne’ a k ee Iu 
O9 = arc fang (2 .8n u snc u) = Zarc tang ( ) 


wenn I ann E- tano wr i 
k’cne’2a Dee 


in’ 2a/ 


Nach $. 77. ist 
Im’(a— w+iK) 
Pe, 


— + Im’(a — w) + log (sn’(a— wi).yk') Fi(l(K—E)(a—ui) + !r) 


und 





Im’(a-w—iK) 
ei ei +1Im’(a+ wu) +log(sn’(a + w).yk') —i((K—E)(a+u) +17), 


woraus folgt 
In’(a—uit+iK) — Im’ (a-hui—iK) 


y) “ 


—L 


Sees we) 4 put + (K—E)a+ 1. 


Zi su’ (a 
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Da nun aber 


Im? ET DEE 
Su)=— u. ea+ m ln u (a—ui) und 





'S(K-u,a) = -(K—Wela+ nl md. mu der Im’(a+ui— iX) 
ist, so erhält man durch die Addition dieser beiden Gleichunger 
SK—u)+S(wdJ)=—K.e’a+(XK—E)a+1ir— — log Y et= 


sn’(a— ui) 








oder 
7. 'S(K—ua)+'S(ua) = 'S(K,o)—y, 


wenn man setzt: 


v= ar tang ( 
A sn Qu : e kene?u\ 
Yv= yarc tang 5) r z arc fang (H cne’? -) f 
Da 'C(wa) = ‘S(u,a) +%k' sn’asne’a.u ist, so leitet man hieraus 
CK—u,a) + 'C(u u) —’C/K,a) = 'S(K—u,a)+'S(wa)—'S(K, a) 
her und es ist also 
8. CUl(K—ua)+'C(wa) = 'C(Ka)—y, wie auch 
9. 'D(K—wa)+'’Diua) = 'D(Ka)—y, 
wenn in diesen beiden Formeln % denselben Werth hat, welchen es in 


der Gleichung (7.) hat. Setzt man in diesen Formeln a? für «a, so er- 
hält man noch 


S(K—u,0)+'5(w,a) = 'S(K,a) + logyr 





dn/a 
’a 


—— + SU snca) oder 











in(a—u)? 
4 | 7 Pi tn(a-+u) 
'L(K u, a) -+ C (u, a) Run, OK, a) + log tn(a —u)? 
D(K—ua) + D(uu) = ’D(K, a) +log yon, 


in welchen Formeln aber ’S(R,a), ’C(K,«) und 'D(K,a) imaginär sind. 


Der imaginäre Theil dieser Ausdrücke ist — 5 —— log 4; sub- 
stituirt man aber die Werthe ’ 
'© (X, 6) == (XK—E)a—K£. El’a +log7Z> 


'K(K,a) = (K—E)a— K(a+elea—E)+ lo. 7 
K(E—elca) —E.a+log-, 
(K—E)a— K(a—ela) + log 7 
K.eea—E.a-+ log -, 


"DK, a) 
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so erhält man die Formeln 


10. (EIK-0)+'S(wa) = (K-E)a—K.Ela-+logyute), 


11. S(K—u, 4) nu 4 (u, a) = K(E— elca) — E.a+ log VE, 
12. 'D(K-ua)+'D(wa) = K.ela— E.a +losyo te, 


welche gleichwohl reell sind, wenn nur u>a und u-La<-K ist. 


$. 127. 
Die auf das Argement «fi K’ bezogenen Modular - Integrale der zweiten Art, 





Vertauscht man in der Formel 


'S(K—u,a) +'S©(wa) = 'Ö(K,a) + log y" (a+u) 


in (@a— u) 





die beiden conjugirten Modul und setzt ferner ai für « und wö für z, so 
verwandelt sie sich zunächst in 


S(K—ui, ai) +'S/(ui, ai) = i.'S'(K',a) + log ger») . 








sn (a— u) 
Da aber —i(u+iK)=K—ui, also 'S’(K'— ui, ai) = —&(u+iK',a) 
und 'S’(ui, ar) = ©(u,a) ist, so erhält man 
S(u+iK',a), = ©(u,a)— log en i.'S’(K',a) oder 
l. S(utik,ad) = Sa) —logyct) + G©Gük,a) 


Eben so findet man noch die beiden Formeln 


2, C(u-+-iK‘, a) Adi Cu, a) + log N nr S(iK', a), 








su (a — 
3. Dutik,a) = Du ya yon, a). 


Durch dasselbe Verfahren, ohne aber zugleich «a? für @ zu setzen, er- 
hält man 

S(u+ik),a = S(wa)+ ir sVH ur - —i'&'(K',a), 
und diese Gleichung läfst sich also hinein 


4. S(u+iK',a) = S(ua) + are tang (— » ze) + S(:K’,a). 


sn’a suc’a "dou 








Ganz eben so erhält man noch 
5. C(u+iK,a) = ÜU(u,a) —arc tang (— en ji ") + C(iK', a), 








6. D(u-+iK’,a) = D(u,a)— arc tang ( ’ Ai, =) + DK, u). 


su’a suca dnu 
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Setzt man in den Formeln (1.), (2.), (3.) des $. 126. ai für a, 


. mm .. . dn (1 —ın) ° SnC (u 4 a) 
ui ’ für k re mL en 
für u und %’ für %, so verwandelt sich ud a und den 


Formeln (11.) des $. 117. gemäls erhalten wir nuu 
1. SWwHiK,a) = Sa) — le N LS (Ka 


enc (u (u+ a) i 
8.  'S(u-t:iK,a) 'E (u, a) — log ee ne 2) + KGtK,a), 


Lan er, u RUM 0 /sne (u —.a) u" A 
9. D(utiK',a) D (u, a) — log er + 'DeK',a), 


log 0 ya She m A Arc Tang >>, oda 


sn (u—a) ena cweu 


I 





Da 








also 





/sne (u— a) ener enceu 
0 VE — Any Zang (NE, 
DV suc(u4 a) EN aa al 
ist, so ist auch 
1 /sne(u— ai) k’ eveu 
— log ) — = arct (= i f 
i LEN u Y Dede us 
Setzt man also in den vorigen Gleichungen «a? für a, so erhält man die 


folgenden: 











. PAARE k’ En 
10. ’S(u+iK', a) = 'S(u,a) — arc tang (= enc’scen’a =) + 'S(K,a), 


enı 


n } IA encı a 
11. 'C(u+iK,a) ='U(u,a) — arc tang e( ene’acn’a =) + 'C(iK,a), 


Iu 





12. 'D(u-+iK,,a) ='D(u,ua) — arc tang(- ecnc’acn “a- en ) H’Dük',a), 


Für das Cosinus- und Differente - Integral erhält man nun die Ausdrücke 


k’ cos «? 


Ku)= ( ne — 2) url, Deu)= (= u 1). url. 


sın «@ 








$. 128. 
Die auf den Parameter K— a bezogenen Integrale der zweiten Classe, zurückgeführt auf 
andere mit dem Parameter a. 
Nach $. 121. ist S (wa) = S(a,u) u.ela—a.elu und also auch 
S(uw K—u) = S(K—a,u) Fu.ele«a —(K—ua).elu. Werden diese bei- 
den Gleichungen addirt, so erhält man 
S(a,u) +©(a, K-a) = S(a,u)+ S(K—a,u) +u(ela-+elca) —K.elu. 


de 'a—u 
Da nun nach $. 126. Su) HS (K—au) = SR — le 








—= K.elu— E.u— log v“ en ist, so entsteht 


dn/a-f u) 
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S(u,a) +S(u K—a) = ulela+ elea) — log YY=Y) _ pn. 


da(a—+-u) 
Da ferner nach $. 66. ela-ele«e = E+k’snasnca ist, so reducirt sich 
die Formel noch auf 


Sua) + Cu, K— a) 











ö lu(@a— u) 
— (k sna snca) .u — log Y —" 
( 4 snc.a) EV nal)? oder 
S(ua + S(wÄ—au) 
1, = (k* sna snca) .u — Arc Tang(k” snasnca sn“ snca), 
S(wa) +&(u K—a) 
k?.sn2a Er en ene? u 
a u — 4 Arc Tang (I) + 4 Arc Tang (>) 
Ita 4 ve Zang (5) + 3 re Tang =]. 


Da S (ua) + C(u,a) = (K’suasnca),u und auch S(w K—a) + C(wK- a) 
— (k’ snasnca).u ist, so erhält man durch Addition 
E (u, a) + lu, Ka) +Sluwa) +&(wK—a) = 2ik’sna suca) u, 
und wird hiervon die Gleichung (1.) subtrahirt, so entsteht 
2. Ca, A—a)+Klwa) = (k’snasnce),u + log vr en ' 
Nach $. 116. ist 
Du) + Du, K—a)+&S(ua)+ &(wK—a) = (tnadna-+tncadnca)u, 


also D(wK—a) + Du, a) 
/dn (a — u) 


—= (tnadna + tnca duca — A’snasnea)u + log / —— —, 
du (a-Fu) 


und diese Gleichung reducirt sich auf 
, , u (dn (a — u) 
3. Du 2a + Diua) = —— +! ——. 


smasuıca 


Stellen wir die in diesen drei Gleichungen vorkommenden Integrale also dar: 


A.su?u.0 A'.sn?u.o 
S(uua) = / ZZ md EuX—d)= en 
0 


1i—n.sn? u o iI—n'. su? u 


B. en? u.duw . BD’. en? u.0u 
(wu) = und C(w,X—u = | — 
J/. Ii—-n.su?u o I—n'.sn?u 


C.dn? u. ’.du?w.0 
Du,a) = n?u.0u und Dw,X—a) C.dn?u.odu 


o i—n.so?u o i—n‘.su?u 








’ 








’ 








3 


.. 2 p) D) Bi 1 — sn? a 
so ist, dem $. 116. gemäfs, n = k’sn’a und n’= A’snc’a = kr. — 


"1— k?, sn? u’ 














also “ 
u 3 odee (i—-n)(I—n‘) = Kk” 
Eerner st A= Äsnacnadna und A’= ÄA’snca enea duca = 
2y.n Soacna ee k'? u “ (d—n)(i—n‘) 
RR, ; aA Tremor Ion Teen u oder auch 
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. 2 =7%=vam); A= va n)(i-n)). 


Ferner ist B= A’snasnca und B’=k’snasoca, also 


6. DZ ueB—m Yan) = ve). 











Endlich ist C= tnadna und Ü’ = tnca dac« = Ber. PRO oder auch 





ina dua 
1. C.C=1, C=V3=ylelR). 
$. 129. 


Die anf den Parameter K’— a bezogenen Integrale der ersten Classe zurückgeführt auf 
andere mit dem Parameter a. 
Im(uft ai) —Im(u— ai) 
2i . 
S(u, K-a)=u.C(K—ıd)— In (u-FiK’— ai) — Im(u + ai —iK’) 


7) ‚ so erhält 


Addirt man die Gleichungen S(w, a) = u.Cla— 








man eine Relation zwischen den Integralen S(w, a) und S(wK'’—.a). 
Schon in $. 140. kam die Formel 
Im (u—aitiK’) — Im(u+ai—iK’) £ In(utai) —Im(v— ai) 














2i 2i 
. R 1 sn (u —ai) 

m N ih 5 a —— }) - 
—= (K—-E)u+4r+ log 2.) 


vor: also ist 
S (u K’— a) + S(u, a) 


= u(&la+ EI(K'-a)) — (K—EYu— 4r— log. 


Da nach $. 67. el(a—i:K) = el(ai) + du (ai) —i(K—E') 











in (aı) 

. In’ E dr 
oder auch — EI (K’— a) = Cla— meer — (K'—E'), also Ela + EI(K’—a) 
= - K’— E’ ist, so redueirt sich die vorige Gleichung auf 

sn’ a snc’ a ’ - {=} 


u 





S(u, K—a) +S8(u,a) = 
oder auch auf 
r ö ar u = tnu ) 
1. S (u, K'— a) Fi I (u, a) —— sı’asnea a tanz (— sne’a dnu/ ® 
Da nach $. 118. 
S(u,a) + (u, K' Cu, a) + Cu Ka) = (+ %°) 
\u, a) + (u, —4) + (u, a + (u, do’a in’a 
ist, so erhält man, wenn hiervon die vorige Gleichung subtrahirt wird, 


“ 2 (m’ In‘ 1 t 
CwK-0)+Cua=( + ,) + aretang ("—.). 


dı/ a tin’a sı’a sue’a sn’a sne’a dau 


dar 
— 37 -rarctang (sn‘ a snc’4. =) : 


sn’a suc’a io u 
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und diese Gleichung zieht sich zusammen auf 


2. C(u, K— a) + C(u,a) = — (k” sn’asnc’ a) [2 7 arc tang (— Inu ) 
oder 


sy/a se’ adım 
inu 
Penn = . 
Cu, K a) +D (u, a) arc tang (- a sne’ a dan -) 


Da D(wa)+D(u K'-a) =C(u,a)+C(w K'—a) + 2(k"”sn’asne’a) 


ist, so erhält man 








3. DwK’—a)+D(ua) = (k”sn’asnc’a) u -+-arc tang ( Br ) 
oder 


sn’ a suc’a duu 
t 
D(wK'— a)+C(u,a) = are tang ( 3’ 


sn’ a sne’a du u/ ” 








Stellen wir die in diesen Gleichungen vorkommenden Integrale also dar: 




















A.sn?u.du y - A’.s0?u.0u 
7 — und S(,K—u) = _ 
S (u, a) o tn sutu RN Jo Airn'sntu ? 
B.en?u.du - B'., @®u.dı 
/ / . 4 
| — und (CwkK—ua = 
C(u, a) J. 1-f n su? u (u ) Jo 1-+n'su?u ? 
(ua) = und DuK—a = / - 
(u, @) o i+nsı?u (u J/o1-+n'su?u ? 


dem $. 118, gemäls, n= ltne”a und n’ — A’tne”a; also ist 
nn'— k*tn‘a tnc”a, oder auch 


























' FE TE GE wi 
k? tı’adn’a . k? inc!’ a dnc’a en’a.dn’a 
= ıd A = — 
Feruer ist A= ——; 3 und ee sy, und da 
k:su’adı/a . . 2 1% n? n? n 
== st t — = Etn = ——- =— — > 
A a ist, s0 ist — k’ina Pr a 3 older 
A’ A 
ala ie ad \ / 
. 2o 2 = Yll+a)li+m). 
‚tn’a . inc’ a dıYa . 
ec er BEE ıst, 
Da en und BD = > we so ist 
b) n(k? n) | n' 
6. BB=k=nn ud B=yu tr onytr, 
i+n itn 


Da endlich C=tu’adn’a, also a ist, so ist 


und (= y-ltn_ . 


kn "iA-tn' 


1. ea 





ig 
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$. 130. 


Die auf den Parameter K’— a bezogenen Integrale der dritten Classe zurückgeführt auf 





solche Integrale mit dem Parameter a. 


1 Velrzu ( ER / Inu 
Da — logl ;; (af) = are tang \k” sn’a snc'a. 7, 


deln sich die Formeln (1.), (2.), (3.) des $. 128., wenn man darin die 
beiden conjugirten Modul mit einauder vertauscht und wi für % setzt, in 
1. 8, K—a) + 'S(u, a) 
—= — (k”sn’asne’a)u 4 arc tang (A sn’a snc’a. - .); 
2. Cu K—a) + 'C(w,a) 
(k” sn’asne’a)u +4 arc tang (r° sn’asne’a.-" zen), 


da u 
3. Da K—a) +'D(u,a) 


u 2 inu 
= rc tang (1° ; ‘a. 1 
Spanne + arc tang | A” sn’ a snc’ a Fre £ 


Stellen wir die sechs in diesen Formeln vorkommenden Integrale also dar: 
A4.sn?u.du A. sutu.du 
'S(u,a) = f\ — ud SaKX-—u = — 
0 


l—n.sn?u Jo I=-n/,su?u? 


'C(u, A) u us 4 ud Cu, K'—a) ni B'.ou ; 


1l—n.,su?u o i1—n‘.sn?’u 


‚duo?u.du C'.dn?.Ou 
'D (u, a) =/7 ” und ‘Dw,K—a) = 


—n.5n?u ol—n'.sn?u ’ 





) ist, sO verwan«- 


\ 


























. . b) £) k? . 
so ist nach $. 119. die Zahl 2 = dn”a und nm’ =dac”a = iz! also ist 


4. nn = KR 
Ferner ist 
Lk? k/?2sn’acen’a 


A= k”sn’acn’adn’a und 4’= k"sne’a enc’a duo’a = . 
dn’® a ’ 





also ist 
A' k? nn’ n’ 
AI ee n 





oder 
z=— = Y(-m(ion)). 
Es ist B= kA” sn’a sne’a und B’=k”su’asnc’a, also ist 
6. Bi = B= YIMED = yi-n)d-m). 


n 








Da C=tn/adn/a, also (= —z St; 80 ist 


7. CCl=1 mi C= ya _ oa 


n—k? 1— u’ 





3 
8 
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Die auf den Parameter K—a bezogenen Integrale der vierten Classe zurückgeführt auf 
andere mit dem Parameter a. 


1, Ymw—ai) _ 1 sn(uftai) ni\ | 
Da — er los Vin) ö (log Vs aa 


ei (1og v® rn + log V-) = n log Ze Me ist, so können die 
Gleichungen (1.), (2.), (3.) des $. 129. auch 0 dargestellt werden: 
S(u, XK—a) +8 (ua) = ++ log Y* Garn 


sn (aa —u)? 




















sn’a sne’a 





C(a, K’—a) + C(ua) = — (k” sn‘a sno’a) .u— 3 log y: (aitu) 


sn (ai—u)? 





D (u, 4) 1D(u, a) u (k” sn’a snc’a).w ER log y® (aitu) 


sn(ai— u)” 
Vertauscht man hierin den Modul % mit A’ und setzt v2 für z, so erhält man 


1. S(w&K—a) +'©(wa) = " snasuca + log, 
2. Tu K—u) +'Clu,a) = — (k’sna snca).u + log yastı) 











in(@a—u)’ 
3. DiwA—a)+D(wa) = (k’snasnca).u + log V: .. Be) 


Stellen wir die sechs in diesen Formeln vorkommenden Integrale wie lg vor; 
Ad .sn?u.Ou ud '&(w,KX—a) =/# sn?u.0u 


o iA—nsn?u 1—n'sn?u ? 


SC (u,a) ih N nu hu und ’C(wX—au) =/ T Bee 








Su)= 




















— nsn?u — n'sı? u 
C.duo?u.0u C’.dn?u.0u 
! / 
— uam und K—ı) = / - 
D (u, a) =J, An su? u DW 4) o I—n‘ su?u ? 
en "PTR 1 _ Inc? a Fr 1— k? snuc? a N 
80 is su m ——on?a enc?ta A—su?a ? u 
n — k? 
! = 
4, 7 n—1i 3 


und hieraus folgt 
(n"—1)(n—1) = %k”, 
Ferner ist 


a nahe _ Musi mean (A) m); 


cn? a en’a snc’ a 











also ist 


= Y(n(n—1)(n—K)) = (n—1)y(nn’), 


5. _i_ — en = yY(nn’) 


n—1 n’ 


oder 
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Da B= y(® = ann, ist, so ist 








inc a 


B=ayz ud B=w-ı)y 
oder 
6, B.B — (n—1) (n—1) = Kk” 


Findlich C = tna dna, also C’ = tnca dnca, folglich CO — Vz is 
3 n’ ir 
ı. C= Yz und C= Vz 


also 


UC= 
6. 132, 


Die auf den Parameter a-+iK’ bezogenen Integrale der zweiten und vierten Classe und die 


auf den Parameter ai Ä bezogenen Integrale der ersten und dritten Classe zurückgeführt 
auf Integrale mit einem reellen Parameter, 


Setzt man a+:iK’ für a, so verwandelt sich Asenacnadoa in 
‚ 1 —ida —i doa k'? tnca duca 























. ’ = — ——m— und 1—k? sn?a sn’ a 
ksuna ksuna dua su?alina enc? a 
. ° sn®’u 
verwandelt sich in 1— —, ; daher verwandelt sich das Integral © (u, a) 
k’% tnca dnca sn?u.du k’'? {na sn sn? u.0u . 
in — ‚und d S(uaJ)= ist, 
cuc? a (1— u. 1 *) cn? a AR a vr) 
'® su? a r \ snc? a 
so Ist 


l. SwatiK) = —S(wK-—au). 
Setzt man ferner in der Gleichung GC (u, a) + © (u, a) = AR’ snasnca.u 
statt a, a-+iK‘, so verwandelt sie sich in 


C(watiK) +S(wa-+kiK) = - 


sua 8nca 
und es ist 


C(w,atik) = +'S5(wK—.a). 


Sn a sne a asıca 


Da ferner nach $. 121. ‘S(u, Ka) = ‘Cu, K—a) — 2 u ist, s0 er- 


hält man 
2. E(watiK) = G(wK—a) +tnu dna.u. 


Setzt man in der Gleichung D(w,a) + © (u, a) = tna dna.u eben- 


falls a+iK’ statt «a, so verwandelt sich tna dna in gm er daher ist 








a u — - SICa 
Diwa+ih) = '35u Ka) + — = owK—a-+ re 


mat z a 
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und da D’(w, K— u) = ©, K—a)-+ 2 .u ist, so erhalten wir 
3. Dva-tiK) = DwK—a). 

Setzt man in den vorstehenden drei Formen K—-u—ikK = 
K—(a-+iK') statt @, so verwandelt sich +:K’ in K—a und K—a 
in (a+iK), ferner toa dog in 

1 


tne(a-+?K’).dne(a+iK) = haol:K), hatin, — tnadna; 





daher erhalten wir noch 
4. 'EwatiK)= —©&(wK-—a), 
5. Eıwa+tiK) GC (u, K—ua) — tua dna.u, 
6. Diwa-tiK) Du,K—a). 
Vertauscht man in den vorigen 6 Formeln die beiden conjugirten Modul 
mit einander und setat man zugleich «2 statt w, so verwandeln sie sich in 
7. S(wa-iK) —'S(uw,K-—.a), 
8. C(wa-tiK) 'C (u, K’— a) — tn’ a du’ a.u, 
9. ?(u,a-+:K) Du, Ka), 
10. °S(wa+tiK) — S(wRK—.ua), 
ll. CUwa+tiK) C (uw K’—.a) + tn’a du’a.u, 
12. Dwa+ik) Du, K—.a). 


$. 133. 


Relationen zwischen den Iutegralen der ersten und dritten Classe, in reellen Formen. 


nunmal 


Setzt man in der Formel (l.) des $. 128. a: statt a, so erhält man 
zunächst 
.u — log ) ——— 


© (u, a?) +&(w,K—.u:) u. y dus +ai)* 
Da aber K—-ai= —i(a+iK), also S(w K—ai) = —-i S(wa-tiK) 
=:8(u, K'—.a) ist, so verwandelt sich die Formel in 


Su, a) -1- 'S(u, y a) — dac'a u 1 l du (u—ai) 


u A do (uf ai) 


dne/a Ine/ a 
.u— arc tang rer usnen) oder 


ik? (ula dn (u— ai) 








oder 








1. <S(u,a) +Swu,K—a= 


tnc’ a 





Ri du’ a dn’a 
S(u, K’—a)+'S(u,a) = u, "4 arc tang ( Er 


- . snasuct). 
a 


Die Formel (2.) des $. 128. verwandelt sich zunächst in 

j . k? tn’a 1 dan (v—ai 
Cuwa)— Cwarik)= u, trzie Yours 

und da C(wa+i.K) = 'C(wK’—u) — tn’a dn’a.u 
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ist, so giebt die Addition dieser beiden Formeln : 


. nr 1 An (u— ai 
C(u,a) = 'C (u, K'—.a) — (k” sn’ asnc' a).u-+- —logY u ah Jen 





dn(u-F ai) 
jr 3 ] ’a 
2. <Ciu,a) = 'C (u, K'— a) — (k” sn’ a sne’ @).u-- arc tang ar . Sn 2 Snc u) und 


dn’a 
C(u, K'— a) = 'Ü(u,a) — (k" sn’ asnc’a).u + arc tang (© 


nz sau snez). 





Die Formel (3.) des $. 128. verwandelt sich in 


MY dn/ 1 d —di 
D (ua) = 'D(u, K—a)— — 7, u + log en oder 


3 (Diua='DuK—d)— va, u + arc tang (oe .SN«U sncz) und 














au a dn’a 
(u, K'— a) = 'D(u,a) — az U -+ arc tang ( .SNU sncz). 
da 
Die vorigen Gleichungen können etwas einfacher also dargestellt werden: 


u dne’ a 
'S(u,K'—a) = U(u, a) — arc tang (a ‚sn %snc u) ‚ 





t. dn 
C(u, K'—a) = 'S(u, a) 4 arc tang (we . Sn % 8nc u), 





D(ua) = C(w X—.a)-+- arc tang (=: . 80 U 8nC u), 


I. 


o’ 


D(u, K—a) = 'C(u,a) + arc tang (2 — .sn% snc u). 


Setzt man in den Formeln des $. 128. %’ statt k und a3 statt u, so 


ß do(a—u) . 
verwandelt sich log / en 


din’ (a—ui) __ „YA (lu —ai) en (u— ai) 
log dr’ (a+ ui) ee log Vz (uf ai) +lo Vz (ur ai)? 


. lo (ut ai r 
da dn’(a—ui) = dn’(—i(u+a) = en und dn’(a-+w) = 


ist. Hiernach ist also 

















dn(u— ai) 





/ 1°’; “ chi 
dn’G(u—a) = — me. 


'S (ua) +'S (u, K—.a) 
1 du (u — ai — ai 
na + Veen 
'C(u,a) + 'C(u, K'—.u) 


1 d — 1 — al 
(k" sn‘ ano’ ayu — log Var“ "I, Ip sy“ ai) 























dn(u-Fai) eu (u+tai) ? 
Pen a) + ‘Du, Pur a) 
Fr u elesrad) <; w van) 
a sn’a suc’a nataı) rt en(u-Fai) f 
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Verbindet man hiermit die vorigen Gleichungen (1.), (2.), (3.), so er- 
hält man 


’ .; dnc’ a 1 eu(u—ai) 
Sud) Iıua) = — (A sn’asne’a-+ )u 4 ri FT Pe 


inc’ @ 
1 ' en (u— ai) 


— 0 
i > en(utai) 


/ 1 dn/ nlu—ai 
Dua+Dua= u( — 2) + 1ogy ai), 








Cua+U(ua = 














sn’ a sne’a@ in’a en(u-ai)’ 
und diese Gleichungen lassen sich also umformen: 
su’ a sn'a snu ) 
I \ PER Ad — — “u (: . 
S (4, 0, S (u, a) na + arc tanz suc’a  sueu/? 





( 


a4 Br —) 
ar any ne 2 . 


sa sıı 
u + arc fang ( gr, . 


sue” a SUCuU 


C(wa) + C(u,a) 


sul a 








Duda)+PDu«a = 


sıc’a 
Die erste und dritte von diesen Gleichungen lassen sich noch etwas ein« 
facher darstellen und wir merken besonders die Gleichungen an: 


u sı’a su .) 
. u,a u = ar 20 ( . 
6 S( aD 4) nstung snc’a "sneu/ 








/ 
ö / sn’ a sn ) 
i Ud) — u.a) = arc TIanı ( . 
7 D( ) ) S( 3 ) arc fa 8 \sıc’a "sneu/? 





/ 
8. CUwa+C(wa) = arc tang (< Be .). 


sne’a sucu 
Die Gleichung (7.) erhält man aus der Gleichung (6.), wenn man die bei- 
den conjugirten Modul mit einander vertauscht und «@: für a, u: für u setzt. 


Wir begleiten die vorigen Formeln noch mit den folgenden Zusätzen. 
I. Setzen wir in der Gleichung 
i “ ’ dn/a 
Cu K—a) = 'S(u, a) 4 arctang (= sn % sncC u) 


A .n?u.0u B.sn?u.0u 


das Integral C(w,K’—a) = und 'S(u,a)= 

















o 1+msn?u oA—nsu?u? 
. 7 1} k? t ‘ ] e 
so it B= k"sn’acn'adna, n=dn"a A=- 2 — —Z und 
due’ a tn’ @ 
| 1 din? a—k? 
u a 
m=k'tnc”a = .r; I-a:z , also 
u: an 
a FE (Am) i—n)=%k $ 
n(n— k? 
ferner A=Y Tann ze y(mn) und B=y (n/I-n)(n-k’)) =(1—-n)y (mn), 
also Bi ul 
ro 
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IE, Setzen wir in der Gleichung 
dn’a 


, er Be \ 
Du, K— u) a C \u,a) + AEG tang ( tn’ a 





sn U snc 2) 








2u;8 
das Integral D(w, K'— a) = De a FC 0) Zi B.ou 
5 i 


og su* u ol—am:u? 
so ist, wie vorhin, 











dr oder I+-m)i1—m)=Kk”, 
1 
Ferner ist 1 = a und D=XA”sn’asnc’a: also ist 
/m (i—n)\(n—k? ' FRE /m 
= y- un =] und B= y ; folglich ist 
a — 1 a n. 


li. Setzt man die in der Gleichung 


\ sn’a snı 
Dua)+'S(u,a) = arctaug > u; A ) 
: sne’a@ Sacu 





vorkommenden Integrale 


A .dn?u.0u B.su?u.d 
Dua= | —— — ud 'S(ua= Fon 
ö 1 m.sn? u oi—n.sn®u 











so ist 
m = ktn”a und a=dn”a; A=tn’adn’a und B = A” sn’acn’a du‘ a; 
a ‚in r (A-—-m)(ion) _ k'? k2 (1 
also ıst a = Ak’. —— , folglich ———— —— — und a tm) . 
n-—-k? mn u I m + k? 
Ferner ist 
'n({—n) V (mn) . PR / 
A = V Fe == a: Su und B = V (n in) n—k)) = (d— nl Ay Fi , 
ik ı ’n 
Is B n 
Br AB=n i—n) und z = n—Ä'. 


IV. Setzt man in der Gleichung 


sn’a Sit u 
N: |: ) =. arct s( > 
D U, «@) DU, 6) arc fang sne’a@ sucCu 





das Integral 




















.. A.sntu.du ’ B.dn?u.0ı 
S(uN= - md Daad=f - hen x 
\ > / oitm sı“ı r , o il—n sur z 
so ist, wie vorhin, 
‚ . k?tnfadna ä 
n—=ktn”a, A= an N dn’#s und B=tn’adn’a, 
also 
k®(i—n) k? (1-- m) (1!+m)/i—n) k'3 
n—k? m k? mn pr 
Ferner ist 
ax f ın 
A=y(m{mn+K)ti+m) ud B=] en . 
R 7 
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also ist 4 a re 


V. Setzt man die in der Gleichung 
Uwa)+C(ue) = are tang ( 
vorkommenden ge 
B.cu 


A.c0? u.0u ‘ 
— _ 7 nd Cuu)= | ————, 
o + msu:u . Jol—nsu’tu 





sta 0 “) 


sne’a sneu 


so ist wieder 





1: A —u) a lim) (d--m)(l-n)__ x'% 











NZ .. i a 
2 n— k! ’ m-- k? ’ mn Pi 
k?tn’a 7 ki, 
Ferner ist A= See 4 B= k"su’asnc'a: also ıst 
= Ii—n > Ii—n\in—k?) 
m BRV-————— nd B= Y — 
A k V; (n— k?) und y n ’ 
folglich 
B n—k* FE Ii—R 
Pr | FR: k® 7 m r 
$. 134. 


Relationen zwischen den Integralen der zweiten and vierten Classe, in reeiler Form. 


Setzt man in den Gleichungen (4.— 8.) des $. 133. wz statt z, in- 
dem man zugleich den Modul mit dem conjugirten vertauscht, so erhält mau 








E Ina tnu /sn (a+ u) 
C(wK—a) +S(wa) = ArcTany u.) > Il zz ns 
dına Mmu\ /sn (a + w) 


| 
| 





Dw K— a) — Cu, u) Arc Tang 


m.) - 
ArcZang (= ae) m os yeeze), 
(„ee su -) . gr (a—ıu) 
sneu OF cn(a+u)’ 
Em + Ele) = Antag(E2.22) = I Vals 
Es lassen sich diese Gleichungen zum Theil auch dadurch finden, dafs 
man in den Formeln des $. 39. u statt 5 setzt, darauf mit dw sie multi- 
plicirt und integrirt. 
Wir begleiten auch diese Formeln noch mit folgenden Zusätzen, 
durch welche ibre Anwendung erleichtert wird: 
I. Setzen wir die in der Gleichung 


SwkKk—a+%ua= log yalet 


su(a— u) 








ı 


'D(u, a) —©(u, a) 








'S(u,a) -+D(u,a) = Arc Tang 











vorkommenden Integrale 
20 # 









152 8. Gudermann, Theorie der Mod.-Funct. und der Mod.- Intez $. 134 


A.su?’u.Ou 


o 1— msı?u 





© (u, a) == 





Ä 18 RR NEE B.ou 
und CK )=/- 





. — nsu?u? 
so ıst , 
—=k'snra, A=k’snamadnoa n= - Ri... 
su?a? tina ? 
also 
mn —= Ä. 


Ferner ist 
A= v (m (A’— m) (1— m)) und B= keramik. 


m 9’ 





also ist 


— 


B 
II. Setzen wir die in der Gleichung 


D(w K—ıa) — (ua) = vartı 


si (@a— u) 


= m. 


vorkommenden Integrale 


D 2 
C (u, a) =/4 en — ud DwK- a) =/ 7 eu da 


2 
Su 1—n sn?u ? 








so ist, wie vorher, 
ann == KK, 
Ferner ist 





A= k’snasnea# und Bu ein 








tina dna ’ 
also ıst 
Im(k? — m BI. 
A= V | und B=yY . = 
1—m m (L— m)? 
folglich 
— =m. 
EB ? 


IIi. Stellen wir die in der Gleichung 
Di —&tue = heller 
enthaltenen Integrale durch 


A .sn?u.0Ou Ian B.duı?u.0u 
(u, a) = und D u, a) == — 


1 — m su®u o i—n su?u 





vor, SO ist 

















— 2 2 1 -? G -_ | 
N —s R® sn’ d und n — _ n me I n sn nl 
also 
nn k® (1— m) k?(n—1) (1—m)(n—1) g'% 
m = | 


Da A=k’snacnadna und B=tnadna ist, so findet sich 


A=y(m(—m)(i—m) und B= ee "Ar SR 


k?—m Ale K'—m. 
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IV. Setzen wir mit Beziehung auf die Gleichung 
S(ua) +D(ua) = log Ve 


die Integrale 
N A .dun?u.du Im 
DD (ua) = und 'S(wa) = 
0 


1— m m? 


B.sn?u.0u 
o L—nsu?u ? 








so ist, wie vorher, 
k? (1-- m) ae k?(n—1) (—m)(n—1) _ x 


n — k2—m , 


Da ferner A=toadn« und B—=! ver 


_ enca luca __ ( 1 )( 1 nz 1 
Du sueda Y ru ru suc?a/? 


also 
n(n—1) 


B=y(n—1)a—M).n) und A= yir— 
V. Werden endlich die in der Gleichung 


en (a— u) 


6 (u, da) - g (u, 4) “u log v: (a + u) 


enthaltenen Integrale durch 
m A.cn?u.du 
Sy — 4 =/ — 
C(u,a) = und (aa = year, ym 


J. 1—msu?u 


ausgedrückt, so ist wieder 
k?2 (1—m) Feen k?(n—1) (t—m)(n—1) __ 8° 











Alle 9 nn : Fr k: ® 


’?tinadua . 
ist, so ist 














B 2 
nn. 


5 also Ze 
































Ks km ?° n—k: ? mn Ka 
i N. dncea 
Ferner ist A= Äsnasonca und B= on also 
/ n—1 N den ) ol Ze n—k? 
K.Yy— m und B= » folglich — = ——: 


$. 135. 
Ausdruck von S(u-tv, a) durch S(u, a) und S(v, a). Aehnliche Ausdrücke für die 
anderen Integrale der zweiten Classe., 
Im (ut v+t a) — Im(u--v— a) 











Da S(utv,a)=(u-rv).ela— 5 , ferner 
Pr Im ( — Imn(u— 
S(ua) = u.ela— (ut) r Be) na 
— (1) — 
S,d) = edle _ eher rn (v—.a) 


ist, so erhält man zunächst, wenn von der ersten Gleichung die Summe 
der beiden anderen subtrahirt wird, 
S(u+v,a) = S(uwa) +&(v,a) +4 [Im(u + a)—Im(u— a) +1im(v-+ u) 
— Im(—a) —Im(uv+-v+a)+im(u+v—a)]. 
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Derjenige Theil dieses Ausdrucks, welcher Modular -Logarithmen enthält 
lälst sich auf mehrere Arten also umformen, dals er durch ceyklische Mo- 
dular - Functionen berechnet werden kann und kam auch in der For- 
mel (11.) des $. 73. ver. 

Wird die erwähnte Formel benutzt und wird gesetzt: 


l. S(u+va, = S(wa) + Slv,a) + Arc Tang(n,), 
so haben wir zur Bestimmung der hyperbolischen Amplitude #, in dieser 
die Sinus - Integrale der zweiten Ulasse betreffenden Formel den Ausdruck 


n Ai k? sn a snusuv sn(u 
2. ArcTang (m) = logyıT (u+v-ta) 


1— A? sna snusovsa(u4-v—a)° 


Derselbe im $. 44. und $. 45. mit log Ü bezeichnete Ausdruck ist in an« 
deren Formen darstellbar und es ist 


u snusıvt sua sn (u--v-a ku fiihs; Et 
3. ArcTang (i) = log Y: Futa) ogy“- -+a) sı (v+4-o) 


snussv—suası(ufv—a) 


FR 8 7 sn? (7) 


-y i— k? sn? (Fr) u: Hit. 


u—v ufrv 
Mrz: ) sn: u ne 


2 


r / er R ’ 
N 1— x? sn? "you (et 4 a) 











su (u—a) Su (v—a)? 





4. ArcZang(a,) = log 




















1— k? sn? (u — a) sn? (v—.a) 
hr ArcTang (&) =; 08V 1— k? sn? °(u+-a)sn® (v+a) 
1] 1— 1? sn? a sn (uf-v— a) 
ogy 1— 2? 2 2 . u 3 

k* sn®aso*’(u-v--a) 


' /1—k? snusnv sun (u— a) sn (v—a) 
6. ArcTang(a)= log i; — k* snusovsu(uta)sa(v-+a)’ 


7. ArcTang(a)= logY pe a a a DO loo y- (ura)su(v+ a) —anuenu 
® no y 77 Aug 8 


PF sn(uf-v—a) Snusv — Sul — a) su(v—a)? 


| /sn(u— a) snv — su (v— a) snu 
Arc? ) ze log 
8. Arc zandg (2) V sn (v +.) su — sn (u-+a)' suv ? 




















-k? sn? u sn? (v—a) 


m 1 I— k? sn’ v an? (u—a) 
9. ArcZang (ie) = zog V; — kt sutusn’(v-4a) +3lo ey; 








—— 


— k? gu? u su? (ua) 
Aufserdem haben wir noch 
k* sna ena daa s0u snvsu(u-tv) 
a sn’adnoudnvda(u—tv) ? 
11. ie ah dna sn u snv en (u-Fv) 
du? a+%k?sn?aenw env en(uFfv)* 


10. m. = 
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Da 
R”snasnca.(u-tv), 


k’snasoca.u und 


Curv,+S(utr,a) 
wa -+©(u,a) 
lea +&S(v,a) 

ist, so erhält man, wenn man von der ersten Gleichung die Summe der 
beiden andern subtrahirt, und für S(u+v,a)— S(wa)— &(v,a) den 
Werth re Tang (u) setzt, 

12. Kurve) = ua) +L(v,a) — Arc Tang (m). 
Gana eben so findet man noch 

13. Du + va) = Du, a) +Dlv, a) — Arc Tang (p,). 
Man kann diese Gleichung aber auch aus (7.) dadurch herleiten, dafs man 
ka statt a, ku statt vu, kv statt ® und — statt des Moduls A setzt, wo- 


II 


k’snasncea.v 


bei 1, ungeändert bleibt. 
Zu denselben Resultaten führt auch unmittelbar die Anwendung 
der Gleichung (11.) $. 73. 


Zusatz. Setzt man --v=K, also en(u-tHe) = 0, so wird 





k? sua cna dna sn u Sncu . 
nn Er —= Ä’sna snca sn# snc® und die Formeln (l., 


6., 8.) stimmen dann mit den Formeln (1., 2., 3.) im $. 126. überein. 


np 
‘pr 136. 
Entwieklung der auf ein zweigliedriges Argument u--v bezorenen Inteerale der ersten 
bee } oO OD oO ber) te) ’ 
dritten und vierten Classe. 


Setzen wir in den vorigen Formeln a: für a, so wird ı, imaginär. 
Setzen wir also 2.u, an dessen Stelle, so haben wir für die Integrale der 
ersten Glasse die Formeln 

S(u-v,a) S(u,a) + S(v,.a) + are tang (u), 
Cu+va = Cuwa-+Ü/v,e) —arc tang (1), 
D(u+va) = D(ua)-+ De, a) — arc tang(1,), 


k?tn/adu’asaousnvsn(utv) __ k? tn’a du’ a snu sav sulut v) 


nn — 


Pe 1—sn?aduudavdu(ufV) du?a— K?sn’?acnuenv en (ufv)* 
Wenn man aber den Modul % mit X’ vertauscht, ferner u: statt © un vi 
statt © setzt, so wird {, negativ und imaginär. Bezeichnen wir also Jen 
geänderten Werth von %, mit —?.1,, so erhalten wir die Formeln 


\ 
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Sutva = 'S(ua) + 'S(v,a) + arc tang (w,), 
Cut+va = ‘'C(ua) + 'C(v,a) + arctang(w,), 
D(u+v,a) = 'D(ua) + 'D(v,a) + arc tang(p,), 
k'? sn’a en’ a dn’ asnusnvusn(u-+-v) 

dn’?a enu av on (uf+v) + K'? sn’? a * 





1, = 
Man erhält auch 

Mikes k'2 sn' a en’a dn’asnusnv sn{u-t-v) 

Ma = agcauen v en(u--v) + sn'?a daudaevda(u tv)? 


do u dno da (u v) — k'? 2 
1° — ist, so verwandelt sich 








und da en®cenreon(«t-+-r) = 


der Ausdruck in 
k? 1’? sn’a en’a dn’a snusnusn(u4 v) 


iz = 3 .. 
. dn‘? a duu BEE RRLERVE IRERRER u’? «@ 
k?R’?: su’a sneasn usnv old N 
du du vd! u-r-v) — k'2 sne‘?a 


Setzt man in den vorigen Formeln «: statt « und @w, statt u,, so erhält 

man endlich für die Integrale der vierten Classe die Ausdrücke 
S(ut+r,a) = Su, a) + 'S(e,a) + Arc Zang (nu), 
Kutva = wa) + va) + ArcTang (n,), 
Diutrva = 'Diua +'D(v,a) + Arc Tang (4) und 


k’* {na dna snusuv sn (u+v) 
du? acnucnven(uftv) — k'? sn? a? 


/I tk’? taa tn tuv te utrvta) 


— k'?tna tnutnv m(ut-v—a)' 
$. 137. 
Entwicklung der Integrale aller Classes, wenn ibr Parameter ein Binom ist. 
Nach $. 121. ist 
S(a,u+rr, = S(u+r,a) +a.el(u+v) — (u+rr).ela. 


Eben so ist auch 








oder 





M; = 





ll = 





Arc Tang (u,) = log V; 


S(a,u) = E(uwa)+ a.elu—wu.ela und 
Slave) = Öflv,a) + a.elv — rv.ela. 


Suhbtrahirt man von der ersten Gleichung die Summe der beiden anderen, 

so erhält man 

Eu +v) = &(a,u) +-&(av)+ alel(u+ ve) — elu —elv) + Arc Tang(p,), 

wenn man für S(u+rv,a) — S(u, a) — ©(v,a) den Werth Arc Zang (v.) 

dem $. 136. gemüls an die Stelle setzt. Da aufserdem nach $.69. 
el(u+r) —elu— elev = — K’snusnv sn (ur) 

ist. so reducirt sich die Formel auf 

1. S(a,u-tr = Sau) + S(a,r)—a(k’snusnesn(u+rv)) + ArcTang (w,). 

















| 
| 
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Da Cl(a,u) + S(a,u) = a.k’snusneu, K(a,v) + S(a,v)=a.k’snr sncv 
und C(,u+v) +&(a,u+v) = a.k'sn(u--v)sne(u-+-v) ist, so erhält 
man, wenn die Summe der beiden ersten Gleichungen von der dritten 
subtrahirt wird, 
C(a,u+v) = Cla,u) + (av) — (S(a,u+v)— S(a,u) — &(a,v)) 

+ a.k’(sn (u + v) sne(u 4 v) — sn u snc# — 8n © sncr); 
und wird die vorige Gleichung benutzt, so erhält man 

C(au+v) = (lau) + (av) 
+ a.k’(sn(u 4+v) snce (u + ©) — sn u snc u — snv sncv + snasnvsn (u + rv)) 

— Arc TZang (Rn). 
Der die cyklischen Modular-Functionen enthaltende T heil dieser Formel 
gestattet noch eine namhafte Zusammenziehung. Nach $. 38, ist 
tn (u +9) dn(u + v) — tna dnu — tnv dunv 
— k”tnutnv tn(u--v) — AÄ’snusnosn(u-4+v). 
Setzt man in dieser Gleichung Au statt u, Av statt » und T statt des Mo«- 
duls %, so verwandelt sie sich ia 
sn (u +v)suc(w + v) — snusnc# — sn® sncv 


= — = onc enev cue(uU+v) —snusnusn(u-tv), 


und wird dieser Werth in der vorigen Gleichung substituirt, so erhält man 


2. Ca,u+v) = (la, u) + Ila, ev) — a.( cnez encv enc(uU + v)) 
— Arc Tang (pa). 
Da ferner D(a, u) + ©(a,u) = tnu daw.a, D(a,v)+&(a,v) =tnr dnv.a 
und D(,u+v)+ S(sutrr)=tn(u+e)do(u-+v)a ist, so erhält man 
D(a,urv) = Dau) + D(a,v) — (S(au+rv)— S(a,u)— ©(a,v)) 
+ (ta (u + vr) da(u-+-v) — tnu dnw — tnv.dnv).a, 


3. Dea,u-to) 
— D(a,u) + D(a,v) +a(k”. tnutnv tn (u+ v)) — Arc Tang (p,). 
Dasselbe Resultat findet man, wenn man in der Gleichung (2.) ka statt a, 
ku statt u, kv statt v und n statt des Moduls % setzt. 


oder auch 


Setzt man in den vorigen Formeln ; statt # und vi statt vr, wo- 
durch sich 1, in —?u,‘ verwandelt, so erhält man 
4. S(au+e) 
= S(a,u) +8(a,v) + a (ktn/utn’v tn’ (u 4 v)) — are tang(f,‘), 
Creile's Journal d. M. Bd. XIX. Hit 2, 21 
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1 Br 


5. (a,u+ v) # 
k'’ 

— Ü(auW)+C(av)+a (= eno’u cuc’v enc’ (u + v)) + arc tang (1), 
6. (a,uU--v) 


ann. 


—= D(aW+D(av) —a (k sn’usn’v sn’ (wW+ v)) + arctang(w,‘), 
und in diesen Formeln ist 
k* sn’ usn’vsn’ 'utv) sna enadaa BER usn’v au’ (u+v) enasnen 
en’u en’v en’(u--v) dn?a -j k’ sea dvudnv du’ (m Eur v) — k* sne? s 











/ an 
Ma = 
! ls 14 I l: ref N c} £ ital: I 4 
h also von %, dadurch unterscheidet, Jals die bei ulen 
Modul % und Ak’ mit einander vertauscht sind, 


welche Grölse sie 


Setzt man in den drei ersten Formeln a2 statt &, indem man zu- 
gleich k mit k‘ vertauscht, wodurch sich ia, in 24,‘ verwandelt, so hat man 
rF , N > (d, (2 r ©) 
4 I&! >) TU sn‘ ! , 
'S(a,u) + 'S (a,v) —arctang (u) + « (hr su a sn'v sn’ (ut v)), 


8. C (4,u 4 v) 





— 'C (a,u) + 'Ü(a,v) — arctang (m) — a(7- ene’w ene’v enc’(u +9), 
g. 'D (a, (2 + ") 
= 'D(au) +'D(a,v) —aretanz(pı')-r a (k tn’a tn’v tn’ (u-4-v)), 
/ k'2 sn’ u sn’ v sa’ (u a. v)inadıa K’2 sn’ su‘ » sn’ (ut v) Ina daa 








PR dı®a—k'?cen/ucn'vi (u+v)sn®a  A1—dıru dn’vdo’ (ut v)su’a 
Setzt mau in diesen ER endlich w2 statt @ und v2 statt vo, wodurch 





sich 9,’ in — u, verwandelt, so hat man 
10. eu u-t-v) 
=> (a,u) + '© S(a,v)—a(k” in utnvotn(a-4-v)) + Arc Iung 2 (Uu)s 


E; L(a,u-4tv) 
= 4 
— Cla,u) + 'C(av)+a allen ene% encv ene(uU-+ v)) +- Fire Tang (1,), 


12. Dla,u--v) | 
— Da u) + Dlav) — a (A? sn zsnd su (u -- e)) + Dre Zang (w,), 
und in diesen Formeln hat 4, dieseibe Bedeutung, wie in $. 156. ' 


$. 138. 
Entwicklung der Integrale der zweiten Classe, wenn sowohl ihr Argument, als auch ihr 
Parameter ein Binow ist. 
Es ist 
&(ua) + &@(v,b) 
— u.ela+v.elb— }[Iim(u + a) + Im(o +5) — Im(a — a) —Im(v —d)]. 
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Setzt man hierin u-+o statt u, u — v statt v, a+b statt a und a—b 
statt 5, so erhält man 


S(ut+vy,a+b)+Sw—vya—b)=(u+ v).el(a +5) + (u —v).ei(a—b) 
— 1[Im(u+v+a+b) + Im (u_v+a—b) — Im (u+v—a—b) — Im (u—v—a+b)]. 
s = 


Da nun aber 
3 +log Via sn” ni sn? für) 
ist, so erhalten wir 


Im 4+ Im B we + Im“ 
In(u+ v+a+2b) + Im(u—v--a—b) 
2 











I 


Im (u + a) + Im (v +b)-+-logy (1—A° sn’(u+ a) sn’(u+b)), 
Im(ut-v — a—b) + Im(u—v— a+b) 
2 
— Im(u — a) + 1m (v — D) +logy (1 A’sn’(u— a) sn’(v—b)), 


und werden diese Werthe substiteirt, so verwandelt sich die vorige Glei- 
g 


chung in S(utv,a+b) +E(u—v,a—b) 


2 am nf 
k? sn? (u— a)sn®(v—b) 


— (u+v)el(a+b) + (u— v) ella—b) + log I Ar ya 
1— k* sn? (u-Fa) so? (v+b) 
— (Im(u + a) — Im(u— a) + Im(v+b)— Im(w—b)). 


Da ferner 
— (Im (u + a) — Im (u—a)) = —?2u.ela-+N25(w,a) und 
— (Im +5) -Imw— b)) = —?2v.elb + 2&(v,b) 
ist, so erhalten wir durch die Substitution dieser Werthe 
S(ut+v,a+b) +S(w—v, a—b) 
= (u-Fo)el(la+b) + (u—v)el(la—b) — 2uela— ?velb 
1 — k? sn? (u— a) sn? (v — 
2o8(ua 2% (v,b lo; > Arsitı band, 
+ u Ey 0 03 ; — k? sn? (u+ a) sn? (v+ 5b)” 
Da 2u=(u+v) + (u—v) und 20 = (u+v)— (u—v) ist, so lälst sich 
der Theil dieser Formel, welcher die Modular-Integrale der ersten Art 
enthält, auch also darstellen: ' 
(ut v)[el(a +5) — ela— elb] + (u— v)[ella—b) — ela + elb]. 
Da aber el(a+b) — ela—eldb = — k’snasndsn(4a-+D) und alse 
el(a—b) —ela-+telb = + k’snasnd sn (a—b) 
ist, so reducirt sich die vorige Gleichung auf 
1. Su+n,a+b) + S(u—u,a—)) 
zn Klik. 9Ge,h ' Pa sn? (u— a) sn? (v—b) 
ar (8, 0) r log — k? sn? (ut a) su? (# +5)’ 
— k’sna.snd.[(u+ v) le — (u— v)sn(a—b)]. 
21 * 
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Vertauscht man in dieser allgemeinen Formel a mit 5, oder auch % mit v, 
so erhält man 


© (u+v,a+b) — S(u—v, a—)b) 
a ; N 1 — k? sn? (v—.a) sn? (u—b) 
Sa +2%, 6)+log Vi — k? sn? (pa) sn? (ut b) 
— k’sn asndb.[(u+v)sn(a+b) + (u—v) sn(a—b)], 
und wird diese Gleichung zu der vorigen addirt, so entsteht 
2. ©S(u+v,a+b) 
= ©(u,a) + S(v, a) + S(wb) + ©(v,b) — (u+v).(k’snasndbsn(a-+Öb)) 
1 — k? sn? (u— a)sn? (v—b) 1—k? sn?(v— a) sn? (u—b) 
+ log (. — k? sn? (ua) sn? (v+b) "1—k? sn?(v-t-.a) sn? (u +b)/ 
Setzt man in dieser Formel 5 = 0, so reducirt sie sich auf 
3 S(u+v,a) 
4 
. R — k? sn2v su? (wu—a) 1—%? sn?usn? (v—.a) 
Ewa) + S(v,a) + log VE — k? sn? v su? (u+a)" 1— k? sn? u sn? Sy 


und es ist mithin auch die im $. 136. vorkommende Grölse 1, ausge- 
drückt durch 














& 
1 — rk? sn?vsn?(u—a) 1—K? sn?u sn?(v— a) 
Arc Zang (Wa) log 1 — k? sn? v su? (u+ta)" 1 — k?sn? usn? (v+a)/ ? 


was mit der Formel (10.) im $. 44. übereinstimmt. 


Setzen wir d = OÖ in der Formel (1.), so wird sie 
zu 1 — k? sn? vsn? (u—a) 
4. S(u+v,d)+ S(w—v,a)=2%(u a) + log v@ es PT ra). 
Setzt man aber in der Formel (1.) vo=0, so erhält man 
5. S(wa+b) +& (u, a—b) = 2&(u,a)— u.k’ snasnd (sn (a+b) —sn(a—))) 
L— k? sn? b sn? (u— a) 
log 1—k? sn?bsn?(u+ a)” 
Will man diese Formeln auf cyklische Integrale übertragen, so muls man 
den logarithmischen Ausdrücken zuvor folgende Form geben: 
A—k?sn’vsn?(u—a) _ u, 2 ( 2k* sn?v.A4.B 
lo; 8V 1—k?su?vsn®(uf+a) Arc Zang P® — k*sn®v. x) 
2%?sn25b.A.B 


lov 1 — %? sn?b sn?’ (u— a) — Hrc Tan ( ) 
08 1— k? sn®bsn’ (u.a) Pr zn P?— k? sn?b.(A’+-B?) , 


worin A=cnadnasnu, B=cnudnusna und P= 1—k’sn’a sn?u ist, 
A-+B * 
P ıst. 























so dals sn (u— a)= 2Z= und sn(u--a)= 


Wir formen den in der Gleichung (2.) enthaltenen logarithmischen 


Ausdruck noch um. Setzen wir 
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«„t+ß =u—a, also ee soist a—u=0, 
o—B=v—b, -- petzrzat, .- - cotTW=urr—a—b, 
+B=u—b -- th, .. B-P=—(-l), 
BETTER 


Da nun nach $.42. ist 


Rn sn? (a +A)sn?(e—P) 1%? sn? (a/+ PM) sn? (d’— A) 
1— k? sn? (a + @) sn? (@e—a)" 1—k? sn? (#-+P’) sn? (# — P°) 





a Ve — k? sn (@+ P) sn (@ — P) sn (@’ + 9) sn (ae — ) 
= Vi Tre te) lee HR)? 


so erhalten wir durch Substitution der vorigen Werthe die Gleichung 








ya sn? (u— a) sn?(v—b)) (1 —%k? sn? (u—b) en? (v— a)) 


1—k? sn? (u— v) sn? (a—b) 
v(i—A’sn (u—au) sn(v —b) sn (u— b)sn(v—.a)). 

Setzt man in dieser Gleichung — a statt « und —D statt D, so erhält man 
eine neue Gleichung, und wird die vorige durch dieselbe dividirt, so entsteht 
6. S(u+v, a+b) 

= S(wa)+S(wdb) + S(v,a) + S(w,b)—(u-+v)(k’snasndbsn(a+ b)) 
+ Va FornterheteFomlehh) 
Werden die vorigen Werthe im zweiten Ausdrucke des $. 42. substituirt, 
so findet man 





7. S(u+tv,a+b) 
= S(wa) + S(wb) +S(v,a)+ S(v,b)—(u+v)(k’snasndsn(a-+ )) 
sn (u— a) sn (v— b) — sn(u —b)su(w— a) 
+ log v- (u 5) soa(v-F a) — sn(u+ a) su(u-+ 5)" 
Wir übergehen die Aufstellung der Ausdrücke für das Cosinus- und 
Differente- Integral, welche sich leicht aus den vorigen herleiten lassen. 
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ZA wölfter Abschnitt. 


$. 139. 


Im (a-+- u) — Im (a— u) 
2 
Modul & gegeben sind. 








Erste Art der Berechnung von ‚„ wenn amu und ama nebst dem 


Im (a+u) — Im (ar) 
2 

Im (a+u) — Im (a—ıu) 
2 

aus amu, ama und dem Modul k an. Man kann nun zwar aus den drei 

gegebenen Grölsen am (a+%) und +am(a—u) berechnen, und hieraus 

findet sich dann Im(@a--u) und Im(@a— uw), nach den im $. 87. und $.89. 

angegebenen Vorsehriiten;: aber dieses Verfahren ist nicht mehr anzu- | 

wenden, wenn eine der beiden Grölsen @ und « imaginär ist, das zu 





Bei der Berechnung des Integrales & (u,a)=u.ela — 





kommt es hauptsächlich auf die Berechnung der Differenz 


berechnende Integral also entweder zur ersten oder dritten Classe gehört 
oder von eyklischer Natur ist. Es muls also ein Verfahren der Berech- 
nung entwickelt werden, welches auch dann anzuwenden ist, wenn enf- 
weder das Argument des Integrals oder sein Parameter imaginär ist. Lei- 
ten wir aus dem Argumente & und dem Modul % die immer kleiner wer- 
denden Argumente %, , %, %, %, etc. mit den noch viel rascher abneh- 
menden Moduln Ä,, Ar, A;, k, etc. nach $. 58, her, so ist, wenn die am 
angeführten Orte gebrauchte Bezeichnung auch hier angewandt wird, 





u u u u 
um — zz — m — = — = etc. 


m, m; IM z m; 
Leiten wir nach demselben Verfahren aus dem Parameter @ die immer 
kleiner werdenden Parameter @,, @,, 4;, a, etc. her, so ist auch 


a a a a 
a — en EEE, 2. —— u etc, 


Aus diesen beiden Gleichungen erhält man 


_- >; — = = —— = etc., 








m; m; m, m; 
Pa Fu u — 
su = hd re | u nn ER ee ay—u, — etc. 
m, Mm; Mz my; 
Wegen dieser Gleichungen ist aber nach $. 87. 
E (u.a)? 2 2 
= — lou 2 
Ima+u) =%.—3 +18 Irma tu rt 108 1Fdu(a, tu,) 
2 





+ 4log Tre rag + etc, und 
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E ze 2 2 
u + log 1+ du (u— a) r2 log I+-dn(u, —a,) 
9 
+ +log 1-F- du (u, — a,) 


wenn sich die in diesen Reihen vorkommenden cyklischen Differenten auf 








In(u—a) = 





 etc., 


die sich rasch verkleineruden successiven Modul A, , Ä,, A,, %, etc., wie 
im $. 87., beziehen. 
Wird die untere Reihe von der oberen subtrahirt, so erhält man 
In (au) — Im(a—u FE I4+-dn (u— a it-dnfu, — a,) 
2 hi ) = —-.4% log r -- 2log eV; 2 
2 K 1+du(u-ta) 


1-41-da( (u ‚ta},) 
j ) 
Hl + eo. 


Bezeichnen wir die Summe der logarithmischen Glieder dieser rasch con- 











vergirenden Reihe durch Ü, so haben wir 


Im (at) — In(@a—ı) a aut. 


> 





Wir entwickeln nun die einzelnen Glieder der Reibe \l. Nach $. 33, ist 


1 

it dn(u — a) < on ina a er. ON U tn a 

los y — = Pre Tang r =) — Arc Tang 2: —) oder auch 
a j--iun(u-ta) tn u dna iu 





Pr mu dna tnu 
—= Arc Tang (=) — rc Tan (den mu) N 


na dnu tna 
indem man a mit x vertauschen darf, ohne dafs ao Ausdruck auf der Iin- 
ken Seite dadurch geändert wird. Hiernach ist also zunächst, wenn a <u 
angesehen wird, 


U = Arc Tang (2 *) + 2 Arc Tanz er ) 14% zn (>) etc, 


Inu tna An dnu, tua ) dnz, ine 
— Arc Tang (‘ Ä ) — 2 ZireTang (u, wa.) — 4 rc ae 


3 — elic., 
dna inu daa, nu, Ina, Inu 














und wenn a>u ist, so wird man in dieser Reihe durchzgüugig @ mit ® 
vertauschen, 

Die negativen Glieder dieser Reihe gestatten noch eine einfachere 
Darstellung. Da nämlich nach Formel (20. $. 53.) 


Inu, 


tnxı=(1+%). i 





na, . . 
und also auch tna = (+A)., — ist, so ıst 
(Ar 














dne, na, tina dnu,.tna, tue, 
=—, eben so — u. 5. W. 
dna, tnu, tn u dua, .tinu, inu, 
Wird hiervon Gebrauch gemacht, so ist 
in In 
U Ir Tang (7 *) +2 ArcZang se) + + Arc Tang (- a) +8 ArcTanı ( ) + eto. 
L 1 er 2 a 
du u tn na 
— Arc Tan 3( en) — 2 ArcTang ee — 4 Arc ang ) — Arc Tany (- ) — etc; 
Inatuu Inu, ig 
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woraus zu ersehen, dals dieselben hyperbolischen Arcus, welche im ne- 
yativen Theile der Reihe vorkommen, mit Ausnahme des allerersten, auch 
in dem positiven Theile der Reihe enthalten sind; wodurch die Rechnung 
ungemein erleichtert wird. Setzen wir zu noch grölserer Abkürzung 


dnutna Ina, 








ina Ina : 
‚» Zaym= —, Tuaym=—, Tan; = etc., 


> ım u. — 
Kalk use 
zang tn u inu, 


dna to u tu u, 


so haben wir die folgende einfache Darstellung: 

1. U= (u—1)+ a —ı) + 4 lus— Wr) +8 (u — 5) +16 (us — u) + ete., 
und es handelt sich nur noch um die Feststellung eines Mechanismus der 
Berechnung der Grölsen 4, %ı> %; A; etc. oder auch ihrer byperbolischen 
Tangenten. 

Wir leiten zunächst aus amz=®, ama=« und dem Modul 4, in- 
dem wir A=y(1—A’sin’®) und A'=y(1—Äk? sin’«) setzen, die Grölsen 


N, = Vet: Mm, ,), ai 














a m A! X 
N = Kar .mm,), N Ya . m, m.) , 
. m A‘ 2 m, + &\ 
a = Vet: .m,m,) ur4 
3 m,+ A, ” 2 3 >) ..9© 
| = | A: ' i 
her. Da tnu, = — .tnu und eben so auch tna, = > .tn@ ist, so ist 
na, _&ı M@ Iso 
ou, A, mu’ 
. Rep 
zang a = 7 .Tangiı, eben so ist 
ı 
Pr N 
Tangı, = T= . Tangın ; 
2 
“ dN! 
3. Tangı, = T* -Tangı; 
3 
X‘ 
Fang = T-. Tanga 
4 
u. 83. W 
tna__ tange 


‚ und hieraus findet sich 





Die erste dieser Grölsen ist Zang u, = —— = tang p 


A 
Tanyı = x. Zange» 


Die Berechnung der Grölsen u, Yıs Ir, % etc. geht also sehr ein- 
fach von Statten, weun man, falls a und % beide reell oder beide imagi- 
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när sind, eine Tabelle der Logarithmen der hyperbolischen Functionen 


zu Hülfe nimmt. Da überhaupt Tanga, = 7, ang u, ist und bei eini- 


r 


ger Größe von r (etwa r—=4, bei einer Rechnung mit zehn Decimal- 
ziffern,) schon A, binlänglich genau =, also auch A’ = wird, so ist 
dann Tang %,yı = Tangp,, oder %,4ı =,» Die Grölsen u, Ws Ya> las 
1, etc. nähern sich also sehr rasch dem Verhältnisse der Gleichheit, und 
eine Folge davon ist, dafs die Reihe (1.) sehr rasch oonvergirt. Bei einer 
Rechnung mit zehn Decimalziffern ist schon das Glied 16 (u,—,) =0. 

na, __ tang (a,) 
ang (u,) 


wird und a,=na, wie auch %u,=nu wird, so nähert sich Tangy, bei 





Da Tang u. = ist, wenn 7 orofs genug genommen 


tu u; 


tanz (7 a) 
laug (7 1) x 

Wenn ama>ama ist und die Grölsen « und x beide reell oder 
beide imaginär sind, so hat man in den vorigen Formeln nur @ mit z, ® mit a, 
also A, A,, A,, A; etc. mit A, Ai, A), 4% etc, zu vertauschen. 


Das Verhältnifs no wird nach der Formel = 1—1 im $. 84. be- 


der Vergröfserung des Index r sehr rasch der Grenze 


rechnet und die Größen @ und x hat man nun nach den im $.58. und 
seinem Zusatze entwickelten Formeln zu berechnen, weil dieselben Hülfs- 
grölsen dabei angewandt werden, welche zur Berechnung der Glieder der 
Reihe U dienen, 

Anmerkung. Setzt man den Gleichungen (3.) noch die zur Be=- 
rechnung von u, dienende an die Spitze, so sind sie 


d 4 f} 
Zangi, -L ‚Tangp, Tangı, = 7 .Tangpı, Fang; = =. Tang Ur ur 8. Wo 
1 2 
und hiernach werden nun alle Grölsen Tang p, , Tanga, Tangq u, etc. aus 
tanga V (1— Kk? sin? p) 
tangpV (1— k* sin? @) 
benden Gesetze berechnet. 





der ersten Tangu = nach einem sich sanz gleichblei- 


en u citca . . . .. r 
ist, so wird man die Gröfisen ®’ und « 


1 1 
NP FRRERRETER.. SU RRTEEEHEER.. 
nach den Formeln tang® Plz und tanga’ = nen 
und dann ist, wenn a und % beide reell sind, 
cosp cos’ 


u. ® 
cos f C0S & 





Da Zangu = ._ 
CODE U ena 


berechnen 








Zanıu = 
Zugleich ist dann 


__..608p ı__ 605@ 
A= Ep undd A 


sin‘ ® 
Urelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 2. 








im 
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$. 140. 
Erste Art der Berechnung der Integrale S (u, a), E(u,a) und D(u, a) unter Beschräukung 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 








Da Jas Integral © (u, a) = u.ela— m u - mi en ist, so be= 


steht seine Berechnung aus drei getrennten Acten. Setzen wir 


A ; Im(@—+u) — Im(@a— u) E 
ela= ar und 5 rd =. au+l, 





’ E . . 
so ist w.ela= —.au-+X%.u und es hebt sich also, wenn dieser Werth 
substituirt wird, noch ein Glied auf, da 
l. Sa = Au —L\. 


Wenden wir nun dieselbe Bezeichnung an, wie im $. 139. und setzen 









































Fu mM ER, 
mu = ama==«, tan = ——— und tangı’ = ——— s 
" 7 y s? k’ tang p tang ktaugae ? also 
cos ( cos & e0osp cos«‘ 
Am ke '=- ); Zang u = En. ; 
sin p'? sın & cosp’ cos@ 
so = dem $. 86. gemäls, 
2 Ar RER Inac.n) 5 A ya — Al)(A!—n,) | 
i mm, m, m, | 
j | 
De (m, — A) A, —n m. — (A, —n 
per a una FOR RON "1 md + etc. 
m,m, mm, 
Der Factor u giebt eine von den Formeln 
i 2m, 2m, Im 2m ) 
/ BR 3 4 
sın (7U — sind. ® ia: TEE: m 0 
nu) BA m ‚+A, m, +A, m, +4%, u 
ON 9X N y, 
f / a 1 Am 4 
i cos(ynuU) = wo; — MY RR 
i. a.) a Ge ER 
FAN A A 
tang (nu) = tangd. (= . n. . .. Le N 
m; m, Mm; 


Die Berechnung des Dun a aus amd = & ist der Formel (1.) 
gemäls nicht mehr nöthig. Will man ihn jedoch berechnen, so geschieht 
es auch nach den Formeln 3.) und man hat zu dem Ende nur «a für u, 
a für © und A, A, , A,» A, , A, etc. für A, A,, &,, A;, A, etc, in 


jenen Formeln zu setzen. 
Das Glied ll giebt, wie im $. 139., die Reihe 
4. U= (m—un) Fra —R) FI —n) +8 (un — 1) + ete. 
Die Modular-Zahlen oder Modular-Brüche sind dieselben, wie im $. 56.; 
auch n hat hier dieselbe Bedeutung, wie am angeführten Orte. Die 
Größen A, 41, A,, A; etc., ferner A’, A, „4, etc. und %; fh; 


3 
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Us, Yı etc. werden nach den im $. 139. und in der beigefügten Anmer- 
kung angegebenen Formeln herechnet. 


Wenn «> P ist, so wird man alle von & abhängigen Gröfsen mit 
den von ® abhängigen, jedoch nur in der Reihe (4.), oder eigentlich in 
den Formeln (3.) des $. 139. vertauschen, da li eben so von « als von 
O® abhängt. 

Da nach $. 116. EC (wa) = K’snasneu.u— ©(u,a) und 
D(u,a) = tnadna.u—C(u,a) ist, so erhalten wir 


5. (wa) = (k sing sin —NA)u-+' 








vi, 
m sine 0 p 
6 Dua = Se 1).u rl. 
Setzt man ® =}47, so wird U =0, u=K=-"7, also ist 
a % 
© (A,a) _ 47. zu. 
7 
C(K,a) = 47 (k’ sina sind’). , 
DAa= wel, 
sın & ji 


4 


$. 141. 


Erste Art der Berechnung der Integrale S(u, a), C(u,a), D(u,a) unter der Beschränkung 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 


Um die Ausdrücke für die Integrale der ersten Classe zu erhalten, 
brauchen wir in den Formeln des $. 140., welche « enthalten, nur ai 
für a zu setzen, wobei die Grölsen A’, A, A; , A, £\ etc. reell blei- 
ben. Setzen wir nun wieder am« =D und am'a=u, so wird, wie vor- 








1 
. 1 / u 
venn tang D' = ——— und tansu’ = ——— oese 
hin, wenn tangd'= — ne ang « unge Bes tzt wird, 
cos 1 
A=- r ‚» aber A= ——., 
sn f sına& 


Die Formeln (2.) im $. 139. und auch die Modular-Zahlen bleiben 
dieselben. Die Grölsen u aber werden sämmtlich imaginär. Setzt man 


aber zu für u, ip, für u, 2%, für 9» u. s. w., so wird u durch die Formel 


Kcosp . 2 
tangu = ————- » SING SIn 
’ cosp 


bestimmt. 
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Ferner ist nun 





N’ 
tang u, = Ya tang u, 


N‘ 
tang, = A,‘ tang 5 


N’ 
Z, .tang (5 


ar 
fang u, = z, fang 


u. 85. W. 
Die Formel (1.) des $. 140. wird, wenn man Aö für A und Vi für U 


tang u, 


setzt, 
S(ua) = A.u— TU, also 


C (ua) = ( er. —4) u+T, 


05% 


D (u, a) ” ( sin & —A)u+U, 


sın &° 








und für die in diesen drei Formeln vorkommenden Grölsen A und U hat 


man die Reihen 
A= A ae (A’—n) + 2A, a 


mm, m, Ma 


TE A,—n, n 3m, ı— 3 
+4A' y: m,)( 2 I LSA y Aa Be 4 etc, und 


m, My m, m, 














U= (u—W)+2!(— 1) +4 — 0) + 8(u — 0) + etc. 
Setzt man P=!7, also v=K, so wird U=0 und es ist also 
S(K,a) = Ze 


N 


(= _4).-, 


coSs& [7] 


D(K,a = 17 ( sin & Pr 


® / 
sın & N 


Die Berechnung des Factors « aus P = am ist dieselbe wie im $. 140. 





n- 


C(K,a) = 





$. 142, 


Erste Art der Berechnang der Iutegrale *S(u,a), ’C(u,a), ’D(u,a) unter Beschränkung 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 


Vertauscht man in der Formel (1.) des $. 140. den Modul %k mit 


dem Modul 4‘, wodurch sich diese Gleichung verwandeln mag in © (u, a) 
—= N.u—U‘, so hat man hierin noch a: statt @ und w2 statt z zu setzen. 
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Die Modular-Zahlen sind nun aus 
1. —1 und n=k 


zu berechnen nach den Formela 


m+tn ‚m, +n 
m, 5) > AM; 2 => m; 


n, = Y (mn), N, v (mn) n, = Y(m,.n,) etc. 


Setzt man ai statt @ und wi statt u, wodurch sich ‘&’(u,a) in ‘&(w, a) 
und %’ in 2’A, ferner U’ in — U ändert, so haben wir zunächst 


2. SW) = —Au+'l. 


Ferner verwandelt sich 
Ain A=y(ifk”’t’u) und A in A=y(i-+k”tn?’a). 


Setzt man also amu=® und ama=u, ferner tang®’ = 2 nr und 








mn + Na 
2 etc. 


| 
| 








tang a’ = Z, 80 ist 


k’ tang 
1 ' 1 
4i= sin p? und N= sin a‘ ” 








Die frühere Grölse u wird berechnet nach der Formel 
_ sma A a _ sina sin«/ 
Zap =, 7 Oder Tanyı = Zee 
Berechnet man hieraus die Größen A,, Ar, A;, A, ete., ferner A, 
A, A), A, etc. und auch noch %,, %2, Y 5, &, etc, nach den im $. 139. 
angegebenen Formeln, so erhält man 


AM— N. Pe, RE, ein) rar? 

















mM; 
' (A,—m,)(A,—n;,) , (A, —m,)(A,—n,) 
+4.A.V nn +8.A..Y a u 


U = (u—u) +21 —) + a — a) + Sa — pa) + etc. 
Wenn P<« ist, so wird man in den Formeln für Tangu, Tangu,, 
Zangi, etc. « mit®, A’ mit A, A/ mit A,, A, mit A, ete. vertauschen, 


oder u+ 473 statt u, +47 statt u, m +47 stait 1, u. 8. w. setzen, 
da dieses mit jenem auf Eines herauskommt. Der Factor u wird aus 
ama=D nach den im Zusatze zu $. 58. angegebenen Formeln am be- 
quemsten berechnet, wenn man auch in ihnen % mit k’ vertauscht. 


Fur das Cosinus- und Differente - Integral erhält man die Ausdrücke 


Two) = (FM u+ U, Duo) = (Fra). + U. 


c0S& sin & 
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’ 


Zusatz. Der Grad der Convergenz aller im $. 139 — $. 142. ent- 
wickelten Reihen hängt gar nicht von der Grölse der Amplituden ® und a, 
sondern lediglich von der Grölse des Moduls ab. Die im $. 140. ent- 
wickelten Reihen convergiren desto rascher, je kleiner der Modul % ist, 
und die so eben entwickelten Formeln convergiren desto rascher, je grö- 
fser der Modul % ist. Ist daher in jenen Formeln der Modul k wenig 
von Eins, oder in diesen wenig von Null verschieden, so wird man die 
Integrale der zweiten Classe auf die der vierten, oder diese auf jene zu- 











ruckfuhren. 

Setzt man in der Gleichung ela = Kar a: statt a, indem man 
zugleich den Modul & mit A’ vertauscht, so erhält man 

FE 
Cum ga tN. | 

Also ist 

m E FE’ 2 sna E FE’ 

y/ PM bi u s) IS n IE “ R ; 
elu+lla= (= + ) a+-A-+'4A oder u # + 2 —1)a AHA 

E 1% st R n 
Da aber [7a -1- Kr —1l-= war ist, so ist 
AA _. Sin@ sta 


sine 2KKV 
wenn ama=a und ame@ =& gesetzt wird, 
Vertauscht man auch in der Gleichung 


Im(@a+u) — Im (@— u) E 


den Modul A mit k‘, indem man «a? statt @ und w2 statt % setzt, 80 ver- 





wandelt sie sich ın 
em’(atu) -!m(a—ıu) _ E 


> = 7 aut'i; 





daher ist 


Im (at u) — Im(a— u) tm’ (a-+u) — !m(@a— u) /E E 
PIE + 3 "= (7tz)aurur. 


u 








Der Ausdruck auf der linken Seite reducirt sich nach $. 72. Formel (5.) auf 


sn a suu 


au + rc Tang ( De ); daher ist, wenn ama=® und amceu = © ge- 





setzt wird, 








sin & =?) au, 


UrU = IAre Tang( —- Sir. 


sin «’ sin p' 


Hiernach erhalten wir für die Integrale der ersten Classe auch die Ausdrücke: 





vi ee 3 


ai 
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Su) = (dr A) a HU Meran (n)> 
ö " Keose < su@ sin 1. 
C(uwa= ( N ——— u—U+ Arc Tany (: —, an)» 





D(wa) ='A.u— U + Ar Tang & = ”); 


sn a’ sing 
und auch in diesen Formeln ist, wie in den vorigen, & nach den im Zu- 
satze zu $.98. angegebenen Ausdrücken zu berechnen aus amu =®, in- 
dem man in den genannten Ausdrücken % mit %’ vertauscht, damit die 
Modularzahlen mit den vorigen dieselben seien. Die Formeln am Schlusse 
des $. 140. verwandeln sich jetzt in 


nn sin «& ; ra 
© (K, üÜ) = ( — A) BE ans eaape 


sıu 2K'? 





A K’eona’\ > rt 
(Ku = (A —) K-- —. 


cos & 9K’? 


DD K,a) = A. K-+:- 


Das Argument & ist ebenfalls nach den im Zusatze zu $. 58. angezebenen 
Formeln zu berechnen. 
Umgekehrt erhält man 


4 sin «& r in: sin«& sine 
Saa) = (A ZE) . w—U4 rc tang (ET), 


sin.’ sın @X sin ap‘ 
> 6) » “ .r x — sin & sy (D 
(ua = (A—k’ sina sina‘) u — il + rc Tang ( ae 2 


’ sın a sin cp’ 
sid SH 
Dua) = A.uw—U-+ Xrc Tang ( u 2) : 


sın &@’ sın p‘ 








$. 143. 
Erste Art der Berechnung der Integrale /S (u, a), ’C(u,a), ’D(u, a) unter Beschränknur 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 

Nehmen wir wieder dieselben Modular-Zahlen wie im $. 142., 
und setzen a? statt a, wodurch sich A in 2.’A uud {ll in 3.’ verwan- 
deln mag, so haben wir 

Sua = —'Au+'TU. 
Es verwandelt sich nun A’ in A'= Y(1—A”sn”a). Setzen wir also 


1 


wieder amz=®, am’a=a, und berechnen taug®’ = Tun , ferner 
‘ anz p 


tanga’ = so ist 


ktang & ’ 


a ua 
sin (p sin @/* 
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Hieraus berechne man A,, A,, A,, A, eto, und A/, A}, A), A! ete,, 


wie im $. 139. mit den kurz vorher angegebenen Modular -Zahlen. Ferner 


. tu/a. 
sei tang (47 — u) = a. und also 





k > f} . 
tangu = 7 .sin® sind’, 
woraus man berechnet 
A 
tang Ku= DV’ tangu, 


A 
tangı. = u tang az 


I 


tang (; 53 - fang in 5 


tangu, = = tangiı; 5 
>. 

















US: Ws 
so ist 
— a1. YmzANAon) 1 9,1, YmızAY) (An) 
Am vn. mm, +2 .&,. V m, m, 
4.X' fan u BED Der ı lm, — AA, —m,) 
+4. Yr +8.A1.Y Am) L etc 
un 


UT= (n—u) + a —a) +4 —u) + Slu— u) + etc. 


Der Factor % aber ist nun wie im $. 142. nach einer von den Formeln 
Zang (nu) = sin p (= a m” VOR N 


m; Mg My; 
2 2m, 2m; 2 m 
Sin (n’u) neh. en 2 ie.) 

















1 2A 2.2, 2A, 2A 
Ss u)= . : -i _ . 
Cos(n'%) cos (p rk ET n+A,' ns, tn, ' ..) 
zu BE: in welchen wieder „" = m, = n, gesetzt wird, so dals nun 
= Kr ist, da die Modular - Zahlen jetzt aus m=1 und n=% berechnet 


worden sind. 
Für die beiden übrigen Integrale der dritten Classe findet man die 





Formeln 
C(u,a) = (k"” sina sind —'A).u-+'lU, 
j he — (2, — 4) ‚ut. 
Ferner ist el’a = — u+'4, und da a a)=(K-E)a—K.e/a+}r 


je 
ist, so findet man 'S(K,a) = —K(Z +7 1). a—K.’A+}7, oder auch 








nen engen 
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'S(K,a) = 4r—n'a—K.’4, also 
C(K,a) = 4# — ’a+ (k“ sina sina’—'’A)K, 
'DK,a) = Ir — ya-+ (me . A) K. 
Zusatz 1. Man findet auch nun die Gleichungen 
‚ıq __ sine a .. 
A+ 4= sin @’ 2KK’’ 








sin« sin ) sau 


4 — 
U+'U= arc tang ( oKE ® 
und werden sie benutzt, so verwandeln sich die Formeln des $. 141. io 


S(u,a) = ( sin «& —'4) we tang (2° er). 


sin &’ sin @’ sin op’ 


sin &@’ sin y' 














{ PER / zn „: ’ Ir sin [197 =?) 
C(ua) = (A—k"” sina sin a)u—'U + are tang ( 0) 
Du.a) = 'A.u—'U Larc ng (I Ze). 

2 @) 7 ng sin @’ sin ’ 


Den Factor % in diesen Formeln berechnet man am bequemsten nach den 
kurz vorher angegebenen Formeln vermittelst der gewöhnlichen hyper- 
bolischen Functionen. Die Formeln am Schlusse des $. 141. verwandeln 


sich in 





SK.)=K (=3 _— 4) —ıa, 
C(K,a) = K(A— k* sin sina‘) + na, 


D(K,a) = K.A-+ya. 
Die vorstehenden Formeln wird man benutzen können, wenn der Modul & 
wenig von Eins verschieden ist. Die Grölse na ist aus am’@= «a nach 
einer von den Formeln 











a Di 1 ri 2m, 2m, 2m, Im, 

sm N d — in (re): 

Bahn en A BAR 

HF ma) 
A 





cosy’a = cosda. ( 














2 ‘ ‘ ‘ 
tangy’a = tang a. ( br . a . In nonne 
m m, Mm; My; 
zu berechnen, in welchen die Modular-Zahlen aus m=1 und n=% her- 
leitet sind und aoy= — men, i 
geleitet si oy=g = m,=n, ist, wenn r grols genug ge- 


nommen wird; wie in $. 143. Der Factor AK muls nach $. 57. berech- 
net werden. 
Zusatz 2, Umgekehrt können die Formeln des $. 143. auch noch 


also dargestellt werden: 
Creile’s Journal d. M. Ed. XIX. Hit, 2 ‘ 


s’ 
ww 
> > 
= 
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; si. sin«& sin p 
S (u, a) (A sin @’ ) “ U + ro tang ( sin e) ’ 
k cos a’ sına sin 
/ and r p 
u.a) en (. — ) U — D ( n - ) 
Ce ’ ) c0S & U + arc ta 8 sin @’ sin gp/ ’ 





Dua) = A.u— TU -+arctang (= ea h 


sin @’ sın g' 


Der Factor u in diesen Ausdrücken ist nach den im $. 140. angegebenen 





.. . ER sin «& na 
Formeln zu berechnen. Wird der Werth — A =A4— 5, t5IE auch 





in den Formeln am Schlusse des $. 143. substituirt, so erhält man 


'S(K,a) = K(A——&) + 4m, 














sin & 
CKa=K (4— u ) +27, 
DKa=K.4+414r; 
und da | 
S(K,)=K.4; CKQ=KÜÜ 4); DiK,o=K("“ 4) 


ist, so ist 
'D(K,a) — S(K,a) = 
C(Ka + C(K,a) = Ir, 
'S (K, a)+ DK, ga) = 475 
was auch unmittelbar aus den Formeln (6.), (7.), (8.) $. 133. hervor- 
geht, wenn man in ihnen v=Ä, also sncu—=0 setzt. 





$. 144. 
Im(a-+ u) — Im(a — u) 
ä . 
Leiten wir aus 4 und z, wie in $. 59., die immer grölser wer- 
denden Argumente 4@,, @,, @4;, a, etc. und %,, %, %, %, etc. mit den 
immer kleiner werdenden Moduln A,, A,, A,, k, etc. her, so ist 


Zweite Art der Berechnung von 





TR. ee ae ae A a A 
— Phi. WERKEN 
2m, 4m, 8m, 16m, ’ 








a = 





u = 





GE | FERNEN u 


— een Pr. j 
2m, 4m, 8m, 16m, b- 
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Diesen Gleichungen gemäls ist aber nach $. 89. 








Im(a-+ u) 
E (a+tu 1 
.. = +21 Baar +8! tree: uf nr etc. ; 
Im(@a— u) 


ee 1 1 1 1 1 
ID & 2 + ie 7 Taee + a Tee + £ log du (a,—u,) + etc. . 











wenn die in diesen Ausdrücken vorkommenden Differenten sich der Reihe 
nach auf die immer kleiner werdenden Modul A, k,, A,, %k, etc. beziehen. 


Setzt man nun wieder, wie in $.139., 


In(a+u)—Im(a—u) _ E 
2 = gu, 





so findet sich 


er „yi" (a— u) dn(a,—ıu,) ne) 
Um zlog du(a—+ u) + lo; 05 Ve jt3 s log du(a,+u,) 


dn(a 
+ 7 log Ve B= etc, 


Da log > en — Arc Tang (k’snasncasnusneu) ist, so kann die Reihe 
auch also dargestellt werden: 
U= 4 Arc Tang (A’sna snca sny sncu) +4 Arc Tang(k? sna, snca, sn %, snc %,) 
+ 1 ArcTang (k? sn a, snc.a, sn %, 8uC %,) 
+ 1, Arc Tang(k? sn a, sne a, snu, sncu,) + etc. 
Da aber, wie in $. 59., snw = (1+%)snusnceu und eben so auch 
sna, = (1+%,)snasnca ist, so ist 
k”snasneasnusncu= u snu,sna, = Er. 
er ee a et 
Tangı, = k,sna, snu,, 
Zangı —= Äusna, snu,, 
Zangi; = k,sna, snu,, 
Tanga, = Äk,sna, snu,, 
uw 3% W., 

















sn a, sn a, = k, sn a, snu, . 


Setzt man also 


so habeu wir die Reihe 

. U=3u tier +35 4 1 + rs + etc. 
Es handelt sich also nur noch um die Ermittelung eines einfachen Mecha- 
nismus in der Berechnung der Arcus 5, ar; lu, 14, etc. nach den vorhin 
angegebenen Formeln. 


23 * 
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$. 144 


Berechnen wir au V=y(1—%?sn’u) die Gröfsen Vı, V:, V; eto, 


nach den Formeln 
2. V=ı (Vera v—_ (+ 2), V=}4(v+22) eto. 


und eben so aus V = y(1—k’sn’a) die Größen V/, V\, V/, Vi eto. 
nach den Formeln 


2 
3. V—_ 1ı[YV 2: '— 1[7' 
+ +5;)> v=+ı[Vi+ 
setzt man weiter 








Sl 


)» v=} (+2) eto.; 










































Rn — 
= —— . ont, und ‘= —— . 504, 
n,—n — 
= ur) 1.80%, - Ö. = =, 1 ,800,, 
,= = .o0, - 6 = 7.304, 
u 8 Wo u 5 We 
so dals, wie in $. 59., 
2 2 
= 5 ‚sn U 8ncUu und '=- - .8NASDCZ, 
gun Vr co Na - "= u, 
. 27, 2V, e ng 2? 
EA: 2 u Yo Ye _9% 
u Aue Be.” Zune HERREN, u U a 
Ei Yart Yu ie ee a yoY.dı _% 
Vs AU na 
"WR, : Mu - ie a E yoYıd _% 
£ 2V, # 2 as A 
Us 8. ww. us Ss. Ws 


st; ferner 


damit 


[ ®, 
D. 
OD, == 
d, 


\ 


| 


5. 


amu, =D,, 
und am4a =, 


2Dd — arc tang (> und = 


ı 


RE 


20, — arctang ( 


i=F 


20, — arc tang 


a 


4 


) 
) 
) 


s( 
20, — arc tang s( 


Ue 8» We 


g 


+ 


am,—=P®,, 
am, =d,, 


amı,—=Q,;, 
amd, =0;75 


amu,=ßQ,, .... 
ama, = 0,, 





')» 





w 1” 


2a —arc tang ( 
| 


) 
.), 
) 






2, — arc tang 


24, — arc tang ( 


2 Ile <l 
»> „eo 


2 a, — arc tang 8 ( 


ET 


u. 3: W 





»...g 


y RT BAR: > 
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sei, in welchen Formeln überhaupt are tang (=) = arc sin (=) und eben 


4 





Pr) ist: so können durch diese leicht zu 


Ö, ch 
so auch arc tang (>) = arc siu ( 
berechnenden Hülfsgröfsen, welche zu mehr als einem Zwecke dienen, 
die Gröfsen %ı 5 Ya5 Hsy Mi etc. auf zwei verschiedene Arten ausgedrückt 


werden. 


. . 1— k’ m—n 
ni mlich = = G., = 
Da nä Zang u, 0,04 = 750m = 7, 


sn a, substituirt wird, Tang is, =— sind, 
ı 





sn a, sn, 


‘ 


m—n 
2 


Re * 2 . Öö . . 
und wenn d, = —_— sn“, substituirt wird, Tangyu, = sind. Hiernach 
ı 


haben wir also die Formeln 





ist, so erhält man, wenn 6 = 


u ." 
Tangpı = —"sind, oder Tangı, = —-sind,, 
ı ı 
m, y 
Tann = ai sin di, - Zauıyı, = win sin ®, , 
a 2 
6. Ö “ Ö' . 
Tanyı, = ne sın d; - Zang I, = eg sind; , 
3 3 
I, N ee; 
Inu, = —+ sind, - Tun = —+- sin ®,, 
4 4 
U. 5. W. Us 5 W, 


Da die überaus rasch abnehmenden Gröfsen d,, Ö., d;, Ö, etc. oder auch 
6‘, 0, &, 0 etc. nicht alle positiv sein werden, so werden auch die sich 
ebenfalls rasch verkleinernden Arcus %, fr» %s; (4, etc. nicht alle positiv 
sein. Zugleich erhellet, dafs die Reihe U einen hohen Grad der Conver- 


genz hat; sie convergirt noch rascher, als die im $. 139. gefundene 
Reihe für U. 


Die Grölse % findet sich nach $. 59. mittelst der Reihe 


i yu=amu— }arc sin ) — + arc sin (=) — l arc sin (>=) — etc. oder 
yu=amu— Zarctang (=) — }arc tang e — Jarctang (>) — etc, 

und den Parameter @ erhält man mittelst der Reihe 

R ya=ama— Larc sin (=) — }aro sin (= 

ya=ama— Larctang () — Larctang (=) — Jarctang (2 ) — etc, 


k > 3 


’ 


sn 
)—4 arc sın ( ı) — etc. oder 
IM; 
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Zusatz. Sind ya und y7% berechnet, so erhält man für ®,, ®,, 
D, etc. die Reihen 


7 


®, = 2yu+ }arctang a +-4arc tang (>) + } arc tang 7 + etc., 
®, = 4nu-+ Larctang (=) -F 4arc tang (“= ) + 4 arctang (<=) + eto., 
3 4 5 
kN ö 


O, = 87U-+ }arctang ( 
u. 8. Ws 


$) - 4 arc tang s(<= ) + „\„arc tang ( 


5 


+ etc. 


gl; 
Sl 


und für die Amplituden pe 2, %,, &, etc. die Reihen 


‘ 


v: )+ 4 arc tang (<= ;)+3 4 arc tang (=) + etc., 


V3 





a, wu 2na-+ Farctang (- 


Wi 


G, = 4na-+ %arc tang (2 ;) + }are nd; ) „arc tang (=%) + etc., 


- 
‘ 


a, = Sya-+ } arc tang (=: +) + larc tang (- +) + t arc tang (=) + etc. 


V; 6 





U. 8. Wi. 


$. 145. 


Zweite Art der Berechnung der Integrale S (u, a), C(u,a), D(u,«a) unter Beschränkung 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 





Setzen wir, en in $. 140., wieder ela = 2.a+ und 


IE Bann ha ,. .au+l, so erhalten wir 
l. S(ua = Auv—L. 


Setzen wir ferner wieder amuw—=® und ama=«, und berech- 





nen hieraus tang®'’ = und tanga’ = ‚so ist 


k’taugp k’ taı lang @ 


2. Ewa) = (k sinasin—Au+U, 
3). Dina) = (= — A).u+ U. 


sın &’ 





Weiter haben wir 


Lu .2 AR, 
cos p y' COS & I K? . ind. % . FRE ? 
— -— = — — — sind sin: = — ‚sing sin«, 
V sin p/ ’ sin &‘ ? 4 2 po z ’ ı 2 








Berechnet man hieraus die übrigen Hülfsgrölsen, wie in $. 144., so ist 
nach $. 89. 


= EHI HEHE HH eier; 
und nach $. 144, ist 
U ıut4e ti + 1% Kt gr 4s + etc, 
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in welcher Reihe also jedes Glied auf zwei verschiedene Arten berechnet 
werden kann. Den Factor % findet man nach einer von den beiden Rei- 
hen (7.) im $. 144., in welchen „= m, = n, ist, wenn r grols genug 
genommen wird. 

Wird © = 4 gesetzt, also sin®’ = 0, so istauch , = 4, = 0, = ete, 
= 0; ferner =, =Pd;=d,=ete.=0, und Ü=0, da auch u, =p. 
=== etc —=0 ist. 


Daher erhalten wir wieder 








&(K,u) = A.K, 
C(K,a) = (k sina sin@a’—).K, 
DR, a) = (7, —2).K. 
Den Factor K giebt die Formel A= ” . 
$. 146. 


Zweite Art der Berechnung der Integrale S(u,a), C(u,a), D(u,a) unter der Beschränkung 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 

Setzen wir in den Formeln des $. 145. a: für a, so erhalten 

wir schon die gesuchten Formeln; dadurch verwandelt sich ama in 


Ama :.R%am’a. Setzen wir also wieder amu =D und am’a= 0; 
1 


2 Ze 4 
ang p ‚„ so ist amea = ®’ und 


ferner tang (0% —— und tang a 


ame’u = «, 

Die Gröfsen V, V,, V,, V; ete., wie auch d\, &,, d;, d, ete., 
und ®,, ®,, ®,, ®, etc. bleiben ungeändert; die übrigen Hülfsgrölsen aber 
ändern ihre Bedeutungen oder Werthe, wenn sich gleich die Grölsen Ö/, 
ö,, 0, etc. in öd/, @dL, öö‘, öö’ etc. verändern, weil sie in der That ima- 
ginär werden; ferner «,, &%, d, etc. in öd,, ©&,, 2, etc. und A; a > 
U; > Kr etc. in lu > ln; TR 2; etc. Da nun 


_. c05p ern 1 > BE. ° ” pp pin 8 
I weh = z sinPsinp‘; =: 


ist, so berechne man hieraus die Hülfsgröfsen V,, V,, V; ete., V’, V/, 
V; ete.; ferner Ö,, d,, d, etc. und Ö/, ö,, ö,, Ö. etc. und auch ®,, ®,, 
P,, ®, etc. nach den in $. 144. angegebenen Formeln; die Grölsen a, , 
@,, &, etc. aber nach den Formeln 


cos «’ 
c0S & 
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% = Rau — Arc Tang (>), 


G, = 2, — Arc Tang (=), 


4; = 20% — Ars Tang (>), 


‘ 
3 





u % wo; 
ferner (4,5 Ya; % etc. nach den Formeln 


Ö, 1 d' 
tang u, = a Sind, oder tangı, = —- sin D; 
1 


Bi ö, 
— un C or — Be - 
tangn = 7 Sina, tangu, = a sin®, , 
taugt, = — Sing, - tangu,; = —sin®,, 


ö ' A 
tangu, = m, Einas - tangu, = —*-sin D,, 
* 


u. 5 We. u. 8. W. 
Da sich nun A in 2A und lÜ in 2U verändert, so erhalten wir 


S(uwa) = Au—T,, 








.p / 
C(ua) = ( —4).u +U, 
D(ua) = ( een —4).u+ U, 


und hierin ist 


A 


+ %,+ + üteto 


U= Inu tie tim +75, + etc. 
Der Factor wird nach einer von den Reihen (7.) in $. 144. berechnet. 
Die Berechnung des Parameters @ ist nicht nöthig; wird sie aber ver- 
langt, so dient dazu die Reihe 


und 


‘ 








Mi’, ne A; 5 
ya=ta— 4 Nr Sin € )— 4 Arc Sin (5 )—4 Arc Sin (3) — etc. oder 


ı 


y.a = 2a— 4 XArcTang (=>) — 1 ArcTang (=) — 4 ArcTang (=) — etc. 


Wird ©=47 gesetzt, so hat man, wie oben, 
S(K,.a) = A.K, 








.. k cos @’ > 
C(K,a) = | cos & —A)K, 
BR sin «& 
D (K, a) Ren ( sine A) K, 


._. b in 
und den Factor oder Quadranten K giebt die Formel X= a 
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&. 147. 
Zweite Art der Berechnung der Integrale 7S (u, a), C(w,a), ’D(u, a) unter de 


Beschränkung auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln, 


Vertauscht man in den Formeln des $. 145. die beiden conjugirten 
Modul k und A’ mit einander, so verwandelt sich am in am’®a =D und 
ama in am'a= «a. Im Uebrigen bleiben alle Formeln wie sie sind, nur 
müssen die Modular - Zahlen jetzt hergeleitet werden aus 





n=1 wid n=k 
nach den Formeln 
_m-Ftn __m,tn, _ m,-+n, 
m, = Bu m, = ) a N, = u etc. 
n = Yiamn), n=y(mn); N; = Y (m,n,) etc. 


Setzt man nun aulserdem u: statt z und «2 statt a, wodurch sich 
am’& in z%amu =..FD und am’a« in © ama=:.%u verwandelt, wenn 
wieder 

amzv=D und ama=«u 


oesetzt wird, so werden alle Gröfsen d, ö’ ete. und ®,, ®,, ®, etc. und 
C 5, %, &, etc. imaginär; die Grölsen %,, a, Us, 1, etc. aber verwandeln 


sich in — %ıy — las —Us 5; —l ete.; ferner verwandelt sich A’ in 2’A und 















2 1 1 
Y’ in — ‘U. Berechnet man nun tang d’ = ——— und tang u 
o ktang p ul, tang 
und ferner aus 
1 1 k’ cosp N k’ Oo vos@’ 
Ya, Ya, 4-72 si ’’=-—.- 
sin p sin & 2005 2 005@ 
die Größen V,, Va, V3, V,etc., V‘’, ‚Vi, Vi ete., ferner d,, d;, 


Ö,, 0, etc. und di, 0, Ö/, ÖL etc. Kae Zn Ba des $. 144.; weiter 


Od, = 2809 — Arc Tang (=) und a, = 2%«— Arc Tang (=); 





dd, = 2D, — Arc Tang (= u) - = 2.0 Arc Zang(-:), 
Pd, = 20, — Arc Tan (> - 9% = 2. — Arc Tang (2) 
®, = 29, — ArcTang () - = 2. — Arc zung (-) 


u. 3. W. Us 5. W« n 


endlich hieraus 
Crelle’s Journal d. M. Rd. XIX. Hit. 2. 24 
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NY f 


€ Pr Ö Fr) 
— ‚Bine, oder TIang lkı .Ein®,, 
2 


m 1 


| 
| 


Tangy, 











ern Ö' ' 
Lang = — .Eing, - Zanıır = —.Ein®,, 
2 2 
en a Ö, CH Oh Ö7, D 
Tangı; = —-. ing; - Tan, = —. Ein®, , 
5 3 
" en Bi 
Zanyıı, = a .SEing, - Tangı, = eg .Sin®, 
4 14 
u a: u 8 We, 


o verwandeln sich, weil nun wieder 
A + 0+ + + Ö/-+ete und 
u Hatte tat rettete. 
ist, die Formeln (1.), (2.), (3.) des $. 145. in 
eua = —Au+r/ll, 


wu k’' cos j 
SG (u,a) (== _ 9) ut U, 


605% 
sin & 


I il 


nnd der Factor x ist zu berechnen nach der Reihe 


Ö, =, {9 
—=)—} Arc Sin (2) 


m, M 


“ 





zu. Ö m. 
„u = LD— 4 rc Sin ( )—1 Ars Ein ( 


m N 





ai, Ö ja fe) 
— 15 Arc Sin (4) — 3 Arc Sin (—=) — etc. 
my m, 
oder nach der Reihe 


Ö ” Öö 0) 
„u = N D— 1 Arc Tang > — 1 Arc Tang 2) — 1 Arc Tang tag 


1 va v3 


de ) —- etc, 





_— 


— 15 Arc Tang( 
v4 

Zusatz. Die vorstehenden Formeln convergiren zu langsam, wenn 
der Modul X sehr klein ist. Man wird dann die im Zusatze zu $. 142. 
entwickelten Formeln anwenden; umgekehrt ist auch die Convergenz der 
Formeln des $. 145. zu gering, wenn der Modul k wenig von Eins ver- 
schieden ist, und man wird dann auch die Integrale der ersten Classe nach 


den im Zusatze zu $. 142. entwickelten Formeln berechnen, 


$. 148. 
Zweite Art der Berechnung der Integrale /S (u, a), ’C(u,a), ‘D(u,a) unter Beschränkmg 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln, 


Nimmt man wieder dieselben Modular-Zahlen, wie im $. 147,, 
welche aus mn =1 und n=X nach den bekannten einfachen Formeln be- 
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rechnet werden, und setzt überhaupt a? statt a in den Formeln des 
$. 147., so erhält man die gesuchten neuen Formeln. Aus am® = ® und 





1 
d.d= tang D' = — —— ou » 
am’a = 4 berechne man tangP'—= - En und tanga' = -— Be ferner 
1 cos & k’ cos? k’3 
V' = I=— r, !'= --.sina sina‘ 








— — @ u 4 5) “ 


sing‘ ? sin a’ ? cos p 
und die nächsten Hulfsgrölsen hieraus nach den Formeln des $. 144., die 
Grölsen ®,, ©, D;, P, etc. und &,, &, G, 4, etc., aber nach den 


Formeln 


ö 2 




















Öö | Ö 
®, = 289 — Arc Tang (>) und dd = 24 —arctang (3): 
1 ı 
®, = 29, — Art Tang (=) - a, = 2a, —arc we(g) 
Va 2 
„= 2D, — Arc Tanı > - 0%, = 2, — arc tang (— 
9 I ’ 
3 3 
Ö ’ 
9 = 29 —Medang() - m = 2u—aretang (S;) 
4 « 
Us Ss Ws Us Ss Wi, 


endlich f,, fr, % ete. nach den Formeln 








| Bis, ö” 
tang, = —-sina, oder tangy, = m. Ein®,,; 
1 y 
Ö, . Ö, . 
tangı, = „er sın da = tangı, = u Sin®d,, 
E; en 
tangı; = —- sind; - tang, = —- Sin®,, 
3 3 
tan = Le sin - tangu, = — 
8% m, 4 5 P4 m, 
U Ss We u SS Ws 


Setzt man nun 


ea ir Kirn 
Um tiert trlalaee+ 

so ist 

'S (u, a) —Au-+'’U, 

'C(u, a) (k” sin a sin a’ — 4). u-+ U, 
Da) = (® —A)u+ T. 


sin &* 





Der Factor % ist nach einer von den beiden Reihen für 7% in $. 147., 


in welchen 7 = 5% ist, zu berechnen. 
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Wenn die obigen Formeln wegen zu grolser Kleinheit des Moduls 
k, oder auch die Formeln des $. 156. wegen allzubeträchtlicher Gröfse 
des Moduls A nicht rasch genug convergiren, so sind die im Zusatze 2. 
und 1, zu $. 143. angegebenen Formeln zu benutzen, Ist = 47, so hat 
man, wie in $. 143., 


'S(K, a) = nn —K.A, 








K 
CK.) = “- — 2) + (k” sing sina’ —’A).K 
> sın & 
DRa= Y (1 5 =) + (} a’ ide 
und die Grölse @ in diesen Formeln, oder sogleich —— Ten = na ist nun nach 
einer von den beiden Reihen 
a A Du JE na a 
ra = a—Harec sin re arc sin ( ua, arc sin Gr etc. oder 
! m, Mo Mg 





0 Ö' Ö, 
sa = «—Htarctang(—; ) — }arc fang ( ,) — Farctang (—; )— etc. 
ä V V v2 
L 2 3 


zu berechnen; der Quadrant AK aber muls nach Formel (3.) des $. 57. be- 
rechnet werden, worin k mit k’ zu vertauschen ist. 

Jedes von den zwölf Modular - Integralen der zweiten Art kann also 
auf zwei verschiedene Arten ohne alle andere Hülfsmittel als die der ge= 
wöhnlichen logarithmischen Tafeln und der eyklischen und hbyperbolischen 
Functionen berechnet werden. 


(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte. ) 
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9. 
Mecmoire sur l’equilibre d’un corps solide suspendu 
a un cordon flexible. 


(Par M. Pagani, prof. ord. a Tuniversit€ de Louvain, ) 


-— 





—_— 


Dans le troisitme volume de la correspondance math@matique et physique 
de Bruxelles il est question d’une experience eurieuse de Mr. Gregory 
relative A l’dquilibre de quelques corps attaches par un point ä lextr6- 
mit‘ inferieure d’un cordon dont l’autre extremite est fixde A laxe ver- 
tical d’une roue qui fourne avec une vitesse constante. 

Le cas le plus simple de cet @quilibre est celui d’une barre homo- 
gene tres mince AB (Fig.11.) suspendue par l’extr&mit® A au cordon 
flexible 0A. Sit’on fait abstraction de la rÖsistance de Fair, le filet moyen 
du cordon et l’axe de la barre, parvenus ü un dtat permanent, seront 
dans le plan vertical y, ©, et tourneront avec lui autour de la verticale 
O0 x, dans la position indiqude par la figure. 

Le quatrieme volume du recueil eit@ contient la solution de ce 
probl&me dans laquelle j’ai pris en consideration la courbure du fill. Je 
ime propose maintenant de reprendre la theorie de cette experience et 
d’examiner plus en detail les resultats que Fon en peut deduire dans un 
tr&s grand nombre de cas particuliers, 


Premiere section 


Theorie generale. 


Considerons un solide quelconque homogene sym£trique par rapport 
au plan des x, y; et supposons que la droite AB passe par le point 
d’attache du corps et par son centre de gravit€ @. Nommons, pour abreger, 

6 la vitesse angulaire du syst@me, 

a la distance entre le point d’attache A et le centre de gravite @, 

& la distance entre le centre @ et le point c ou la droite AB ren- 
contre l’axe des x, 

I! la longueur du cordon OA, 

@ l’aire de la section transversale du cordon, 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX, Hft. 3. 25 
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op sa densite, 

p le poids du cordon divise par sa longueur ; 

V le volume du corps suspendu, 

o' sa densite, 

P son poids; 

« langle ACO, 

ß langle que fait avec l’axe des x, la tangente A lextremit& inferieure 
du cordon; 

r la tension en un point quelconque du cordon, rapportee ü lunite 
de surface, 

T la valeur de 7 au point A; 

5 la longueur variable de la courbe ü partir du point O; 

h la distance du point C ä l’origine Q; 

x, Y, les coordonnees d’un point quelconque du fil 04; 

x', y', les coordonne@es d’un point quelconque du corps solide; 

& la difference A— x"; 

9 le coelficient de la gravite, et 

7 le rapport de la circonference au diametre du cercle. 

La vitesse angulaire 9 etant invariable, le syst&me parviendra bien- 
töt a un &tat d’Equilibre stable. En appliquant ä ce cas les principes con- 
nus de la mecanique, on obtient facilement les cing relations suivantes, 
dans lesquelles les integrations indiqudes doivent s’etendre ü tout le vo- 
lume F: | 


geV= w»Tcosß, ee /ydaV=u T siuß, 
oe SygaVv+gefy'dV = wTla+e)sin(a+P), 
d(r <=) +gods = 0, d(r 2) +efyds=0,. 


Ces &quations, jointes ä l’expression de lintegrale relative ü la lon- 
gueur donnee du cordon, serviront ä la determination des inconnues A, s, 
a, ß, T, et elles feront connaitre la nature de la courbe OA, ainsi que 
la valeur de la tension 7. 

L’&quilibre stable du systeme peut aussi avoir lieu en supposant 
que le diametre AB est tout entier ä droite de l’axe des x; ce qui rend 
negative la valeur de cosa. Pour avoir les formules relatives ü cette hy- 
pothese il suffit de changer le signe de a. 
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Pur Ja propriete connue du centre de gravite @, on a fra V=eVsino; 
et si l’on observe que ge’ V = P, les deux premieres quations nous don- 
neront, en &liminant alternativement T et ß, 

1. taneß = —P sing, 2 te I, 
5 c0S & 

Pareillement sil’on elimine les m&mes quantitds de la troisi&eme &qua- 

tion, on aura 


3.  fy'&a V = [ag-+(a+e):d’cosa] V sinc. 

En integrant la quatri&me &quation et en d@terminant la constante 
arbitraire par la condition qwau point A on doit avofr s=/, r—=|T, 
dx 
ds 





= cosß, on trouve 


d 
77. +908 = Teos£ +gol. 
Si l’on developpe les &quations differentielles et si l’on multiplie en- 


. .\ d: d 
suite la premiere par er et la seconde par Er ‚ la somme des produits 


sera iutegrable, et donnera 
4, rtgecs tief” —=K, 
en designant par K la constante arbitraire. 
Eliminons r entre l’&quation (4.) et la pr&cedente, nous aurons enfia 





5 ds __ K-gox—y_o0?y? 
"dx  Tiwsßf+zell—s) * 

Les equations que nous venons d’obtenir successivement peuvent &tre 
eonsiderces comme des transformations du premier syst@me d’@quations; 
mais pour les rendre applicables, il reste encore deux integrations ü effec- 
tuer. Lintegration indiquee dans l’equation (3.) ne depend que des qua- 
dratures; et nous verrons. plus loin que sa valeur peut s’exprimer en ter- 
mes finis dans un tres grand nombre de cas. Il n’en est pas de möme 
de l’&quation (5) qu'il est impossible d’integrer autrement que par ap- 
proximation. 

A cet effet nous supposerons d’abord que le poids du cordon est 
une tres petite fraction du poids du corps suspendu, ce qui permet de 
negliger les termes multiplies par 9; et nous aurons cette Equation beau- 
coup plus simple: 

6. T cosß = K— Hey”. 


25 * 
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On determinera la constante arbitraire K en obseryant que l’on a 


“ ” dx i . 
en möme temps y=(a-+e)sing, 2 =cosß; ce qui donne 


K= T+300%(a+e)sin’o, 
Faisons, pour abreger, 


0? (at 2)? sin? « 


urPe 2 _ ?23TcosPß 
er T cos A 7 


00: ? 








l’equation (6.) deviendra 
ds __ a7 
u BP zu” 
Mais on a ggw=p, et wT cosß=P d’apres l’&quation (2.); par 
consequent 


7: 


2e.P 
Tau 


9. np = 7: E. (FE) sin?a. 


En substituant dans Pe&quation (7.) la valeur de ds=y(dx’+dy”), 
on en deduira sans difhiculte 


10. 2 = Ylß+1-#)(@—1-3)]. 


L’integration de cette derniere Equation d&pend des fonetions ellipti- 
ques auxquelles on la ramene aisement en posant 
RER! za. 29 
1. c= ung 


ee | N... , 
a, — Y2l1—e?)]? 


8. M” 


I 





d’ou 





Reh cosp 
dy = yRazaje? 


En substituant ces valeurs dans l’@quation (10.) on aura 
A . d 
de = zvRu— oe) za ? 


— c? suty)? 





et par suite i 
2 R 
ds-dıe = vaızal dd yi—esin’®). 





Partant 
13. == 3 vRA—O]F(P), 
2% 





14. str = vRu-ea] E(c,D), 


iu 
en in ö 














9. Pagani, memoire sur T’dquilibre d'un corps solide suspendu a un cordon flexible 18) 


Si nous substitaons dans l’equation (4.) la valeur de K trouvee 
plus haut, nous aurons, en negligeant le terme multiplie par g, 
15. r= T+}oF[(a+ oe sin’a— y?]. 
Designons par P‘ la valeur de ® qui correspond A y= (a-+ e) sine; 
la formule (12.) nous donnera 


. 2cAsin 
16. (a+g)sina = = Ya ; 


et en faisant, dans les Eequations (13.) et (14.), x = A—(a-+e) cosu, 
s=l, d= ©, on aura 


17. = (a+e) cosu + + „vYRi—e))] OR 2» 


18. I-h= (a+e)cost + ve =] E(c, 


Si le rapport I est une fraction tres petite ettelle que l’on puisse 








negliger sa quatrieme puissance dans l’equation (10.), on a un systöme de 
formules plus simples que les pr&c&dentes. On aura d’abord, eu integrant 


cette &quation, AV (u —h) V(2 u) 
— ; Ü 
19. = ven sın —— 3 








et ensuite 




















uy yi 
20, = ya! taBne) 
Ces formules donnent, en y faisant „=(a+e)sing, 
21. (a+e)singa = = sin [?—(a-+ e) cosa] EB 
‘ __ Ala-te)sina (a+ 8)? sin? 
BR. ...0N TR Heel. 


En developpant l’&quation (21.) par le retour des suites, et en negligeant 
les termes divises par les puissances de X superieures au carr&, on obtient, 


| ua ul) er #(at 2)? en? a 
23. A—(a-+85) 0084 VER  [ı 1+75 3m—ıja *]- 


En combinant les formules (22.) et nn ‚„ on en deduit 
bat) = Mhntehetsite 
Substituons dans eette expression, ainsi que dans FPequation (22.), 
la valeur de u donnee par la formule (9.); nous aurons, en negligeant 
toujours u termes divises par X’, 
24. = (sa+e)cosa + za +4(1—4cosß) (7° ne) ) sin’ a] l. 


sin & 


25. rn "hr Ar 
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La formule (25.) pouvant offrir quelque diffieulte dans le cas ou l’on 
aurait = 0, il faudra caleuler directement la valeur de /, en substituant 
dans l’@quation (22.) la valeur de u dans laquelle on fera pr&alablement 
cosß = 1. De cette maniere on a 


} Pu 
26. l= —. B + (2) sin? a]. 
En negligeant tout A fait les termes divises par A’, on obtient les 


formules suivantes, beaucoup plus simples mais moins exactes que les 
precedentes, 





sin «& 
sin d * 


Dans cette hypothese le fil est tendu en ligne droite, et la solution du 





y=zxtangß, h= (a-+e)cosa + !lcosß, =(a+o 


probl&me sera donnde par ces formules combindes avec les trois premieres 

et la 15”. On peut substituer aux deux dernieres celles-ci qui en derivent 
27. Ahsnca=T1sin(a-+Pß), !snß=(a-+ e)sing, 

et qui se demontrent au moyen du triangle rectiligne OAC. 

Il resulte de toute cette analyse que, si le poids du corps suspendu 
est tres grand relativement au poids du cordon, ce qui est le cas de l’ex- 
peeience citee, les Equations (1.), (2.), (3.), (8.), (9.), (12.), (16.), (17.) 
et (18.), etablissant des relations necessaires et sulfisantes entre les incon- 
nues du problöme et les quantites donnees, serviront ü la complete de- 
termination des premieres. Ensuite les @quations (11.) et (13.) et la for- 
mule (15.) feront connaitre la nature de la courbe OA et la tension en 
un point quelconque de cette courbe. 

Si l’on neglige les termes divises par X’, il faudra d’abord combi- 
ner les formules (24.) et (25.) ou (26.) avec les quatre premieres. La 
nature de la courbe OA sera definie par l’equation (19.) laquelle, &tant 
developpee, en y mettant la valeur de u et en s’arrötant aux termes di- 
vises par N’, devient 

19. y= ztangß-+ 5 3x(a+e) sin’a—ı"]. 

Quant ü la tension en un point quelconque de la courbe, elle sera 
connue au moyen de la formule (15.). 

Enfin, si l’on neglige tous les termes divises par A’, le probleme 


pourra ötre resolu par les formules (1.), (2.), (3.) et (27.). 
Les neuf Equations que nous avons rappelees plus haut renferment 


plus de neuf quantites, en y comprenant les quantites donndes; par con- 











& 
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sequent si l’on se donnait d’avance B=0, il suffhirait de laisser indeter- 
minde Pune ou l’autre des quantites 2, d; et les formules que l’on obtien- 
drait dans cette bypothese pourraient encore servir ü la complete deter- 


mination des autres quantitds. 
On aura done pour le cas particulier dont nous venons de parler, 

















B=0, 1. e=0, re I  / 
b) r . ) 22 
3. efyE dV=ag wir vv gr 
2 2 . 1 
g, u 1 When a? sin 11’. = 55; : 16’. D' — 5 . 
it sin? @ 
17. h=au cosa+ "7 — gsinaF". 18. |IE’c— ı(1-c)F'.c], 
. ; i 1— c? 
ı. et 13, == r asinaE"(c,D), 


Ir, ur=P+;- -p$ a’ sin’a.cos’D. 


Ces formules, deduites de bohe analogues, suflisent pour d@montrer 
la legitimite de U’hypothese admise. Eilles donnent sous une forme tres 
simple, la solution exacte du probl&me dans le cas ou le centre de gra- 
vite @ est situ sur l’axe de rotation. 

Lorsque je me suis occupde pour la premiere fois de cette question 
(Voyez, le 1” cahier du 4”* volume de la correspondance citee), jai 
suppose, pour simplifier le probleme, que le centre de gravit& @ etait sur 
‚Taxe de rotation, et j’ai determine les conditions de l’Equilibre d’une barre 
homogene et l’@quation de la courbe formede par le fil. Mr. Desalis qui 
s’est occupe de la m&me question, apres moi, et dont le travail est im- 
prime dans le cahier suivant, a suppos&e que le fil decrivait une surface 
conique et il est parvenu aux formules analogues a celles que nous avons 
designees sous les Nros. (1.), (2), (3.) et (27.). L’examen que nous avons 
fait nous permet de conclure que la solution du probleme que fournissent 
ces dernieres formules peut-&tre exacte dans plusieurs cas, notamment 
si le fil n’est pas tres long et si la vitesse angulaire n’est pas tres grande. 
Il en est de möme de la solution qui suppose ß=0; elle sera exacte 
toutes les fois que les @quations rapportdes plus haut seront satisfaites; 
elle peut servir particulierement dans certains cas ou l’autre solution serait 
en defaut. Mais pour avoir la solution generale, il’ faut recourir aux for- 
mules que nous avons donnees en premier lieu dans l’addition ü la note 
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eit@e pour le cas de la barre homogene, et ü celles que kon trouye ici 
pour un corps symetrique quelconque. 

Nous ferons remarquer avant d’aller plus loin qu’on peut aussi ob» 
tenir Vintegrale approchee de l’equation (5.) dans le cas ou le poids du 
cordon est comparable au poids du corps suspendu, si la courbe OA, for 
mee par le filet moyen, ne s’Ccarte pas sensiblement de l’axe des x. 

Eu eflet mettons d’abord l’Equation (5.) sous cette forme 





0? 
we —_— 1 —. 2 
3 x x 2 £ Y 


en designant par % une nouvelle constante arbitraire, et par y le quotient 
du poids du corps divise par celui du cordon. Maintenant si Fon substitue 
dans cette Equation A—x ä la place de !—s, et si l’on neglige les puis- 


dy 


sances de „. Sup£rieures a la seconde, on aura 
dy dx 


r | 
Vew-rı-n-—> ) Y(rı+2- 2) 
Faisons, pour abreger, 
2a—yl—h) = #K 
et nous aurons, en integrant, 
. 20 
y=ksin. Vz YYI+2) -YQYl+h—e)]. 


Pour determiner la constante % nous supposerons d’abord que l’ex- 
tremite inferieure de la chaine OA est libre, et que Fon a y=0. On doit 








0? 


o ? 
=) 





. ’ d N 2. 5 
donc avoir au point 4, z =0,r=h; et de la on deduit A = 122: I 
Il faut d’ailleurs, pour l’exactitude de nos r&sultats, que cette valeur 
de A soit peu diflerente de ! et moindre que cette quantitd; ce qui exige 
que la vitesse angulaire 9 soit plus grande que — V& et differe tre 
] g plus g que 7YT5 ere tres peu 
de cette valeur. 


Supposons aetuellement que la chaine porte un poids et que son 
extremite inferieure puisse glisser sans frottement le long de Paxe des z, 
nous aurons ä la fois y=0, z—=hÄ, et par consequent 


WW —yYoDl=r; 
d’ou 


h=TErzyrugd, > WOHD+ N. 


NEE 
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La valeur de l’autre constante arbitraire k se «determinera en intd- 
grant la differentielle de T’arc depuis O jusqu’äa /. Cette dilferentielle &tant 


ä peu pres egale ä ah 
y* 
(14125): 


# dy on. . , 
si Yon y substifue la valeur de —— et si Von fait, pour abreger, 


P=y- WWltHmD Vol], 








on aura A 
3 7%2 2 g? ] ‚de 
8 I-ıi- ST, MEER: fri:, 
40V. — 
0 Hol) er 
Posons 


l= Ye) == #+29y(2), 


et nous obtiendrons, en substituant cette valeur dans l’equation pr&eedente, 
PEN Bau h) 


u a 
* (7 nr SU 


Si le rapport 1 est tres petit on aura, en 2 lintegrale definie, 
"al cosp dp = s_fr_ fn 
o . 2 UH—yp (211)"? 
la somme devant s’&tendre depuis =? jusqua n =», et la fonction fn 
etant determinee par l’@quation 
fn = n2 HD)" — nn —i) f{in—?). 

La valeur de k? que nous venons de trouver ne peut pas convenir 

au cas ou l’on aurait Y=0. Mais en reprenant l’&quation (28.) qui de- 


vienf, dans ce cas, 
0°? [” cos?4pdp 
8 Jo n— 9 














on en deduit aisement 
KR 2s(1—h) 





On a organ 


ai. dp it gp® 1 E. u „BABES VER, 
ji cos 0“ ’=1 u ; A 7816 1 789.10.180 ete.). 


0 
La serie du Na sn de cette @quation est tres convergente pour 


des valeurs tr&s petites de l’angle D; mais en prenant seulement cing ä 
six termes on aura une valeur suffsante m@me pour le cas de P =. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 3, 26 
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Deuxieme Section. 
Applications. 


Pour appliquer les formules g@nerales de la section pr&cedente il 
est necessaire d’effectuer d’abord l'integration indiquee dans l’&quation (3.), 
On facilitera les calculs en transportant l’origine des coordonndes au centre 
@, et en prenant la droeite @A pour axe des % et la perpendiculaire ä 
cette droite pour axe des #. Il faudra poser en consequence 

y’ = (u+e)sings—/cose, E= (u+e)cosa + 7sinu, 

En substituant ces valeurs dans l’&quation (3.), et en observant que 

l’origine des nouvelles coordonndes est au centre de gravitd du corps, on a 


9° [sin 6 COS ufw—r) dV — cos? «/(u+ e)td v| = (9-+.5° cosa)aVsin u. 


Si le corps est symetrique non seulement par rapport au plan des 
u, {, mais encore par rapport a l’axe des v, on aura 


Swu+gtdV — 0, 
et la derniere Equation se r@eduira simplement a 
29.6 cosa| /w—r) dV—as v| = agV. 
Desiguons par MV et par NV, les moments d’inertie du volume F 
relativrement aux axes des ? et des %; nous aurons 


(M—N)V = Sw—r) dV; 


et par consequent 





2 da az | 
30. Fecoss = yon: 
Cette formule demontre que lon doit avoir 


M>N 

pour que l’&quilibre puisse subsister, le point Ü etant au=-dessous du centre 
de gravit@ du corps. Daus le cas contraire, la valeur de & dtant negative, 
il faut que le centre de gravit& se trouve du cöt& oppose au fill OA, et 
que la tangente au point A fasse un angle obtus avecl’axe des x positifs; 
puisque, d’ap:es l’Equation (1.) le signe de tangente ß est le m&me que 
celui de &. 

On appliquera immediatement la formule (30.) a tons les corps 
dont les moments d’inertie sont connus. Ainsi, par exemple, si le corps 
suspendu est un ellipsoide dont les demi-axes paralleles aux % et aux /, 
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sont « et d, en £rourve 


dag 


a? — b?— das” 

On doit dono avoir «> pour que le centre de gravit& de lel- 
lipsoide soit au-dessus du point C. 

Cherchens maintenant ce que devient la formule (30.) dans d’au- 
tres cas; et supposons en premier lieu que le corps suspendu ait la forme 
d’un prisme tr&s mince dont la droite AB indique la projection de la base. 
Nous aurons d’abord 2=0, N=0 et 


dV=fu.du, Mm=/ fu.wW du, en faisnt „= GB. 
Partant 





31. cos —= 


ae/ Fudu 


32. Foosau = f - 
fu.u? du — as Su.du 


— (1 — 
ı ao 





1” Exemple. Si la base du prisme est un trapeze dont le rapport 


entre les deux cötes paralleles est v, on trouve 


18 
0’ cosu = = u 


zV 
(a-Fa,) (1+ ee, — 18a: 
En faisant successivement dans cette formule v=1 et v=(0, ona 


IE 
a—3?: ? 








33. Bcoso = 


et 
18ag 


(a-+a,)? —18a: * 

La formule (33.) est relative au rectangle et convient par conse- 
quent au cas d’une petite barre; la seconde formule se rapporte au triangle 
isoscele, et donne 





9? cosa = 


Sag 
a—de 





34. Peso = 
et 


2 Li, 28 
35. Peg = , 


selon que le sommet du triangle est en A ou en B. 





2” Exemple. Si la base est une ellipse ou un cercle, la fer- 


mule (32.) donne 
Ag 
a—4e 


36. 8cosu = 








. ’  ; 9 .n . a b 
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3”° Exemple. Si la base est une zone terminde par deux ellipses 
eoncentriques et semblables dont les demi-axes sent a et b, «‘ et b’, ou 
par deux cercles dont les rayons sont @ et a’, on aura 
dag 
at— a’? —4ae” 





37. Pecosdu = 


Supposons en second lieu que Ile corps suspendu ait la forme d’un 
eylindre dont l’axe est la droite AB = 2a, nous aurons 
dV = ft.dtdu; 
et si nous desiguons par d la plus grande valeur de /, T'&quation (29.) 
nous donnera 


a © cosa| (auf (w—r)ft.dt—as "auf" ri.at) 
= ag "du / fı.at 


4”‘ Exemple. Si la base du cylindre est un reetangle, ona f! = 
eonstante; et par suite la formule (38.) nous fournira 


39. Bcosa = 


IR 
a? —b? —3ae ”" 





Ce resultat analogue & celui de la formule (31.), donne lieu ü la möme 
remarque. 


5” Exemple. Si la base du cylindre est une zone elliptique dont 
les demi-axes paralleles äl’axe des Z sont b et D‘, la formule (38.) donnera 


40. Pcosa = 


12ag 
40? —3(b? +6?) —12a8 " 
Möme remarque que pour lexemple precedent. 





6”: Exemple. Pour un cylindre plein de m&me forme, il suffit de 
faire 5’ = 0 dans la formule (40.). 
Considerons maintenaut un solide de revolution aufour de l!axe AB. 


On aura 


dV = dudy®—t), 
et b= fu, en designant par fü l’ordonnee de la courbe gen£ratrice de la 
s.ırface dur solide. En substituant ces valeurs dans l’@quation (29.) et en 
y faisant comme plus haut GB = a,, on trouvera 


41. 9 cosa| /" Au—fwf’u.du—4ae/ Fu.du] 
zu 4ag/_ fu.du. 
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7” Exemple. Le solide de revolution ayant la forme d’un cöne 


droit, dont le sommet est au point A, on trouve, au moyen de cette dquation, 
15 





42. 9 cosa = 
(Ii— m’)a—15e?’ 


en designant par m le quotient du diametre de la base divise par la hau- 
teur du cöne. Il faut done que l’on ait m<{1 pour que le centre de 
gravit@ da corps puisse ötre plus elev& que le point €. 

Par appliquer l’&quation generale a un solide homogene symötrique 
par rapport ü trois axes qui se coupent au centre @ il suffit de faire dans 
l’equation (38.) d=F.u; en denotant par F'.u l’ordonnde de la section 
principale du corps sur le plan des ?, w. 

Cependant, si le solide est un anneau engendr& par la r&volution 
d’une surface plane autour de l'axe des 7, il sera plus commode de prendre 


dV = udu TR A 
cos? Y 


2 


la lettre ) designant lV’angle forme par le plan de la figure gen@ratrice avec 
eelui des /, «. Onaura donc, au lieu de l’@quation (29.), ces deux formules 


5 2 dv ut! 
V= S, d TA 7 J udu, 
0 o Lk WJ u 


r b " dw u ü ” . 
6° cos, di] —— (u —P)udu—aeV]| = ayV. 
oO 0 


cos?wJ uw 
Si la figure generatrice est symötrique par rapport ü deux axes 
paralllles ä ceux des coordonn@es x et f; em nommant r le rayon du 
cercle decrit par le centre de cette figure, on aura 


u = (r—ft) cos’), u’ = (r+ft)cos’/); 
et les expressions prec@dentes deviendront simplement 
V=2raffdt, 
B 0 

r#ß° cosa I/ ("+ f.t— 2) ftdt— as v] = agV. 

8"* Exemple. Si la surface göneratrice est une ellipse, on a 

b’ 2 5 
t=—v@—t); 

et les formules (43.) nous donnent 





43. 


dag 
Ar: +30? 20° -_8ae” 
9" Exemple. Le cas de l’anneau proprement dit est compris dans 
la formule pr&cedente, et il sufüt d’y faire ’ =b; ce qui la reduit ä 





44. P9cosa = 


Sag 


4r? 4b? — das 





45. Bcosa = 
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10"° Exemple. Si Yanneau est tr&s aplati on peut supprimer b’ dans 
'a formule (44.) qui devient par lä 

Sar 
4r2 130? I 8a:" 
Mais on ar +b’= a: done si l’on fait r=b’= «’, on trouvera 





9? cost —= 


Sag 
7a: +7a-2aa—8as" 

En comparant ce r&sultat ü la formule (37.) on voit quil y a une 
difference sensible entre le cas de l’anneau aplati produit par la revolu- 
tion d’une ellipse et celui de l’anneau produit par la revolution d’un petit 
rectangle. 

Probleme 1”. Determiner les circonstances de l’&quilibre de la barre 
tr&s mince AD, le centre de gravit@ @ etant sur l’axe Ox et la valeur du 
module e etant donnee. 

Solution. On prendra d’abord au lieu de la formule (3‘.) la for- 


9? cosa = 








mule (33.) en y faisant e=0; ce qui donne 
38 
46. t0ost = 20°? 
ou bien 
7. Bo, 
a c0Ss& 


Substituant cette valeur de 5° dans la formule (8.) on en fire 


48, N an 2 — 


au moyen de quoi l’@quation (11.) donnera (en posant pour abr&ger 
49. g er 2c? P ); 


9 





3ap(l—.c?) 
50. cosu = y(l-F-) —q. 
Exemple 1". Soient «=0",35, f- 60, ce=0,01. Les formu- 


a 


les (49., 50., 47. et 18°.) donnent ä tr&s peu pres 
5.8, d=7y10, !=7a. 


Y 


Exemple 2”‘. En faisant ec = 4y? et en conservant les autres 
donnees on trouvera a peu pres 
a=8%.17, 9=Mr, = 2a. 

Remargue. La valeur de & ne d@pend que de celle du module ce 
et du rapport entre le poids de l’unit@ de longueur de la barre et le poids 
de Punit@ de longueur du cordon. La valeur de #, toutes choses &gales 
d’ailleurs, est en raison inverse de la racine carr&e de la longueur de la 








“ 
b. | 
% 
“ 
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barre. La longueur du eordon, le module etant le m@me, est proportion- 
nelle ä celle de la barre et au sinus de l’inclinaison «. Plus le rapport 


ir augmente, plus l’angle & approche de 90°, et plus la vitesse angulaire 
.p 
devient grande, En general pour que le centre @ soit sur laxe Ox, il 


est n@cessaire que le cordon soit tres long ou tres dense si la vitesse an- 
gulaire n’est pas tres grande. 


Probleme 2". On connait la vitesse angulaire, la longueur de la 
barre et le rapport trouver les conditions n@cessaires ä l’@quilibre dans 


la suppotion que le centre @ soit situ& sur laxe des x. 
Solution. En &liminaut les quantites cos@ et g au moyen des dqua- 


tions (47., 49. et 50.), on a 


2 Ba 14419 


c’® 


0? 
a? 0+ — Ya: o 


Cette formule combinee avec les formules (46.) et (18’.) fera connaitre 
les inconnues c, & et !. 





Exemple. On suppose, «= 0",3, En = 15000, d= 107; on aura 


e=sin1,98, a= 84.1747, I1=48,55a. 

Probleme 3”°. Une sphere homogene est attachee A lextr@mite 
inferieure d’un cordon vertical qui tourne uniform@ment sur lui-möme, et 
le centre de gravite du systöme est tant soit peu carte de la verticale qui 
passe par le peint fixe; determiner la situation d’&quilibre du cordon et 
de la sphere, 

ÖSolution. Le poids de la sphere &tant suppose tres grand par rap- 
port a celui du cordon, si l’on neglige les termes divises par ‘’, la for- 


vr 


mule (31.), en y faisant 5=.4, donne cos4a = — 955 ensuite la formule (1.) 


aons fournit cosß = — cos« et les formules (24.) et (25.) deviennent 


h= (a+e—T) cosco + an ur} sin’a.T, 


I == atce+ (a-+ €)’ cos’ «. 
Substituant dans cette derniere la valeur de cos& on aura 
3g° l ) vn 2g*13 
ı7E:= E > 342 0% fer ’ et = IR Rl-a)e? 
ou bien, eu egard ä la valeur de A’ (formule 8.), 


du AR LEN bi uf, 13 
e=i-atygplo,) = 3 P'(-a)' 
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Pour lexactitude de ces resultats il faut d’abord que la difference 
!—d ne soit pas tres petite; et si cetfe condition est remplie, on aura 
.,. ’ . 
psur € une valeur positive ou negative selon que ! sera > ou <a. Dans 
le premier cas cos« €tant negatif, l’equilibre exige que le diametre AB 
de la sphere soit tout entier du cöte du cordon OA. Mais alors on doit 
changer le sigue de a, et les formules pr&cedentes donnent: 


1’ la distance entre le centre de la sphere et le point Ü oü le prolon- 
gement du diametre BA rencontre la verticale, c’est-ä- dire 


ku EA 
rn ++ 3 3 
2° la distance du point Ü au point fixe, ou la valeur de Pabscisse 


u A nn.» De Pre 
Chem 30° P’(I+a)*? 


3° Vangle BÜrz=P au moyen de la formule cosß = 








5 . 
0? ? 


4° la tension du cordon au point A, (formule 2.), exprimee par 
. eP6: 
waT = a 
5° Y&quation de la courbe form&e par le cordon OA, (formule 19'.), 


ie s Bf) RR poru® 
J = (tangß+ BP OFT Pin! 


6° la tension en un point quelconque du cordon, (formule 15.), 
—- je ı P TR 2m? 2 2 
ur e +35 sup —y’)l. 
Si l’on avait ?<{a on pourrait supposer & negatif et par suite cos« 
positif. Mais on aurait alors cosß negatif et la valeur de % donnde par 

















la formule (9.) etant Egalement negative si A est tres grand, l’Equation (19.) 
donnerait pour y une valeur imaginaire. Donc le syst&me etant d’abord 


en repos, Si on ku imprime un mouvement de rotation autour de la ver- 

ticale avec une vitesse angulaire croissante, le diametre AB de la sphere 
. .,. r 5 ld j 4 .y. . 

ne prendra point la position indiqude par la figure. L’equilibre serait ce- 


pendant possible dans cette situation du diametre si la vitesse angulaire 
etait tres grande, pourvu que le point Ü füt situ@ entre le centre @ et le 
point A; ce qui rend nögative la valeur de e. Mais pour determiner les 
valeurs numeriques de toutes les inconnues il faudra reoourir aux formu- 
les g@nerales dans lesquelles ces quantites sont meledes et qui ne peuvent 
ötre r&solues que par des tätonnements. 
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Addition. 


Dans le 4” volume de la correspondance citde j’ai aussi consider& 


l'’equilibre d’une chaine fermee et suspendue par un point de sa circonfc- 
rence ä l’extr&mit&E du cordon 0A. En imprimant au syst&me une cer- 
taine vitesse angulaire, la chaine commence par s’ouvrir en restant dans 
le plan vertical qui passe par la eourbe O4; mais elle ne tarde pas ü 
sincliner de maniere que son plus grand diametre prend la position AB, 
Pour avoir les conditions de l’&quilibre relatif a cet «tat, on nommera: 


o' la section transversale de la chaine, 

o’ sa densite, 

v, t, 2, les eoordonndes rectangulaires d’un El&ment quelconque ds’ 
de la courbe formee par la chaine, 

r’ la tension correspondante a l’eleinent ds‘ et rapportde A l’unitd de 
surface, 


L’origine des coordonnedes est plac&e au point C'; les » positifs sont 
pris dans le sens CA, les Z positils font un angle aigu avec laxe Or, et 
les z sont perpendiculaires au plan de la figure. 


Cela pos®, on aura, d’apres le principe des vitesses virtuclles, 
SU 8o+ Ti + ZI) dt — fri.ds = 0; 
et il est facile de s’assurer que l’on doit avoir 
U = (vsina +L2cos«) #’sin« — g cosu, 
T = (vsina-+tcos#)9P cosu +ysive, 
Zı => au 9 
En operant sur la premiere de ces @quations d’apres les methods 
connues, on trouye 





2 1 VARPS 
u const. — /(UW+1 dt + Zdz), 
77° 4; = Udti--Tdv, 

«# dv? „dz 
en 


En substituant dans ces Equations les valeurs des forces accdiera- 


trices, on aura d’abord 
rt’ 


52, I = Ü-+ g(v cosa — Esind) — [+ sina -F £cosu)*]. 


Crelle’s Journal d. M. Bd, XIX. Hit. 3. 27 
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- . ?4* ” & rt’ .. 
Si Fon elimine au moyen de cette formule la quantitE — et si Fon fait, 
‚ p 
pour abreger 
dt PR TER. 2... 


A u _ 
dv? dv ? 


[4 “ rx ” 
on aura, pour definir la courbe forme&e par la chaine, les &quations, 
dz’ [0° (vsin&@--? cose@) sm@—e cosa] z’— 0? z 


’2 z’? r FE , 
irt’+ CH+3 (veose —tsin«) — — [2?+ (v sine +1 cos@)?] 








dr, 


dı’ 0°: (vsin + feoos ar en an g (sin @ + 1 cose)) 
11°: Jrun de. 
C-+z(vosa — tsina)— — le + (v sn@ +1 cos«)?] 














On ne peut pas integrer ces de dans le cas general quelles 
representent; mais on peut les simpliier moyennant certaines restrictions. 
La premiere consiste a supposer que la troisieme ordonnde £ est une tres 
petite quantit@ que l’on peut negliger sans erreur sensible. Done si nous 
faisons {=1!/=0, les dernieres Equations donneront seulement 


dz’ — 0? (vz’/sin?@—z) — er’ cos 


er 0? 
” C+ gveoaa — ——- (22-4 v? sin? e) 
m 


f 


53. 











dv. 


Avec les m&mes restrictions la formule (52.) devient 


54. = O+gvosa—. + v’ sin’). 


0’ 


Malgr& cette simplification il n’est pas possible d’integrer l’&quation de la 
courbe form&e par la chaine; et si l’on veut obtenir cette dquation en 
termes finis, il est necessaire de restreindre encore plus la question. Nous 
nous bornerons a lexamen de deux cas particuliers. 


Supposons d’abord que l’on ait sensiblement cos« = 0, l’&quation (53.) 


„ . x “ 
se reduira a celle-ci: 
dz’ 0? (vdz—zdv) 


1-+ :’? Eur} 











dont l'integrale est 
"+. 


et la constante 


C = ja. 
Au moyen de ces valeurs, la formule (54.) donuera 


= eo a 2 
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Pour eomparer la valeur de la tension ü un poids donn£, on fera 9 = In, 
et en designaut le poids de la chaine par P’, on aura 


P' = Img au. 
Partant 

ar = Ina Zi 
On voit donc que la tension est €gale au poids de la chaine multipli& par 
le rapport de sa longueur au coefficient de la pesanteur, et par le carrd 
du nombre de tours quelle fait dans une seconde de temps. 


Considerons enfin le cas ou la chaine reste dans le plan vertical; 
en d’autres termes faisons sina=0 et cos«=1, dans les &quations (53.) 
et (54.). Il en resultera 
Bu; edz-+-G?zdv 
= — nn 


| er 
1+: CV: 








Br 0 _ 


La premiere de ces &quations n’est pas integrable sous forme finie; 
mais si lon neglige les termes multiplies par #°, on trouve l’&quation dif- 
ferentielle de la chainette; et si l’on neglige les termes multiplies par g, 
on obtient 

Be 0 er 
1+:° rt 9 


ye—t 





Equation integrable et qui donne 


dz #8 2 
de _ 1 CEE—-20y—ı), 


en designant par C’ la nouvelle constante arbitraire. En changeant les 
constantes, la derniere @quation pourra Etre mise sous cette forme 


us (b’? —B2)dz 
wein) 





1 
04 (b’? —72)3 3 la 
lettre 5 designe ici la plus grande valeur de z. D’apres cela la valeur 
de la tension sera donnee par la formule 





ou il est aise de voir que l’on a fat C=4Nb" et = 


— — 19 (b" — y' 











3; 4 
i 
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D . Bun b b) . TE: . 
Faisons s=D5sind, c= NaUZLTTIE et l’expression pr&cedente de de 
deviendra 
b(1 —c? 
de = — 0 7 





2c "Vlil—co:sin? p) 
d’ou l’on deduit 





| (1 c®) | 
v=4d— —;,- F (cd). 


On döterminera les constantes arbitraires en supposant connue la 
longueur de la chaine; ce qui rentre dans ce que nous avons dejü vu. 
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10. 


Beweise einiger geometrischer Lehrsätze. 
(Von Herrn Dr. Bauer in Stettin, ) 





Beweis des Lehrsatzes No. 15. im IX. Bande pag. 102 
dieses Journals. 


Lehnsatz. In einem Dreieck ABC sei M die Mitte der Seite AC. 
Man ziehe BM und bezeichne 
AB mit e, BC mit a, AM = MC mit A, BM mit p», 
so ist: 
ea + = 22 +pP}). 

Lehrsatz. Dreht sich ein rechter Winkel in der Ebene eines Krei- 
ses um seinen festen Scheitelpunct, so ist der Ort der Mitte der Sehne 
zwischen seinen Schenkeln ein zweiter Kreis, dessen Mittelpunct in der 
Mitte zwischen dem Mittelpuncte des ersten Kreises und jenem festen 
Puncte liegt. 

Beweis. (Siehe Fig. 12.) © sei der Mittelpunct eines Kreises; in- 
nerhalb der Kreisflüche werde irgend ein Punct € angenommen und die 
Mitte zwischen O und Ü sei M. Ferner seien die Mitten zweier Sehnen 
zwischen den Schenkeln zweier rechten Winkel, die ihre Spitze in € ha- 
ben, & und f,, so ist, wenn der Radius des Kreises r heilst: 

Cu’ +(0n? = (Cu’+ (0a = r’ 
und nach dem Lehnsatze 
(Cu? +0 = Mu? +2(MO), 
(Cu) +9)” = Mu)’ + 2(MO). 
Hieraus folgt 


Mu = My. 
Setzt man 
Mu = P, OC=d, 
so ıst: 
2er oder 4e— rt —_r—dq 
older 


FH2OF— NO +r+d)(r—d)= 0, 
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Auflösung der Aufgabe No. 16. BandIX. p. 103 dieses 
Journals. 


Aufgabe. Bei der Ellipse ist das Rechteck unter den beiden Leit- 
strahlen, die nach irgend einem Puncte derselben gezogen werden, gleich 
dem Quadrate des halben Durchmessers, welcher mit der Tangente ia 
jenem Puncte parallel ist. Findet dieser Satz auch bei der Hyperbel statt ? 

Auflösung. Die Beantwortung dieser Frage giebt bereits Hamilton 
(Lehre von den Kugelschnitten, übers. von J. J. Feldhoff. Coblenz, 1825.), 
indem er (Bch. 2. Stz. 19.) den bezüglichen Satz sowohl für die Ellipse 
als für die Hyperbel beweist. Seine Beweisführung stützt sich haupt- 
sächlich auf folgende beiden Sätze: 

1. Wenn zwei eine Ellipse oder die entgegengesetzten Hyperbel- 
zweige berührende parallele Geraden irgend einer andern Berührenden be- 
gegnen, so wird das Rechteck, welches unter denjenigen Abschnitten der 
von den Parallelen geschnittenen Berührenden enthalten ist, die zwischen 
dem Berührungspuncte und den Parallelen liegen, gleich sein dem Qua- 
drate des mit der Berührenden parallelen halben Durchmessers (Hwanilton 
Bch. 1. Stz. 50. Thl. 2.). 

2. Legt man durch die Endpuncte der Quer-Axe (grofsen Axe) 
der Ellipse oder der Hyperbel zwei Berührende, welch& irgend einer an- 
dern Berührenden in den Puucten H und @ begegnen, so geht der um 
die Gerade H@ als Durchmesser beschriebene Kreis durch die beiden 
Brennpuncte des Schnitts. 

Der erste dieser beiden Sätze läfst sich leicht vermittelst der von 
Hen. Plücker (analyt. geom. Entwicklungen Bd. 2.) eingeführten Linien- 
coordinaten beweisen. Auf Liniencoordinaten bezogen stellt nämlich die 
Gleichung 

w"+-2Bvw = F 

eben sowohl eine Ellipse als eine Hyperbel dar. Die Curve wird von der 
zweiten Coordinaten- Axe im Anfangspuncte der Coordinaten berührt und 
der Mittelpunct liegt in der ersten Coordinaten-Axe. Wenn man v con- 
stant nimmt, so ist oflenbar, welchen Werth man auch dem v giebt (d.h. 
für jede Richtung zweier parallelen Tangenten) das Product der w’s, d.h. 
das Product der Abschnitte der zweiten Axe, welche zwischen dem Berüh- 
rungspunct derselben und den beiden parallelen Tangenten liegen, gleich F. 
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Wird »=0 gesetzt, d. h. sind die parallelen Tangenten der er- 
sten Axe parallel, so ist 


w = F, 
d. h. #' ist das Quadrat des der zweiten Axe parallelen Halbäurchmessers. 
Aus diesem Satze folgt mit Hülfe bekannter Sätze über Kegelschnitte 
der von Hrn. Steiner im gegenwärtigen Journal Bd. F. p. 279 Note No. 2. 
aufgestellte Satz, welcher den ersten Theil des Satzes 50. Bch. 1. Hamil- 
fon bildet. 





Beweis des Lehrsalzes No. 1. Band XVE. p. 374 dieses 
Journals. 


Lehrsatz. Zieht man durch irgend einen Punct © in der Ebene 
einer gleichseitigen Hyperbel zwei sich rechtwiuklig durchschneidende Ge- 
raden mit den Axen parallel, welche der Hyperbel im Allgemeinen in 
vier Puncten begegnen, und verbindet diese Durebschnittspunete durch 
Sehnen, so liegen die Mitten dieser Sehnen, der Mittelpunct M der Hy- 
perbel und der gegebene Punct O stets auf einem und demselben Kreise, 
dessen Mittelpunct in der Mitte der Linie MO liegt, welche den gegebenen 
Punct O mit dem Mittelpuncte M der Hyperbel verbindet; eben so lie- 
gen die Sehwerpuncte der Dreiecke, welche jenen Punct zur Spitze und 
die Sehnen zu Grundlinien haben, auf einem andern Kreise, dessen Mit- 
telpunct auf derselben Verbindungslinie MO in dem Endpuncte des er- 
sten Drittels dieser Linie, von © aus, liegt, und dessen Halbmesser gleich 


3 MO ist. 


Beweis. Die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, auf ihre 

Axen als Coordinaten- Axen bezogen, ist 
y—ı' = a. 

Zieht man durch den Punet O in der Ebene der Hyperbel ‚zwei sich 
rechtwinklig durchschneidende Geraden mit den Axen parallel, so kann 
man von den vier entstehenden Durchschnittspuncten auf sechs verschie- 
dene Arten zwei durch eine Sehne verbinden. Die Mitten der sechs Seh- 
nen sind, wenn O0 die Coordinaten x’ und y’ hat, durch ihre Coordinaten 
ausgedrückt, folgende; 
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Auflösung der Aufgabe No. 16. BandIX. p. 103 dieses 
Journals. 


Aufgabe. Bei der Ellipse ist das Rechteck unter den beiden Leit- 
strahlen, die nach irgend einem Puncte derselben gezogen werden, gleich 
dem Quadrate des halben Durchmessers, welcher mit der Tangente in 
jenem Puncte parallel ist. Findet dieser Satz auch bei der Hyperbel statt ? 

Auflösung. Die Beantwortung dieser Frage giebt bereits Hamilton 
(Lehre von den Kugelschnitten, übers. von J. J. Feldhoff. Coblenz, 1825.), 
indem er (Bch.2. Stz. 19.) den bezüglichen Satz sowohl für die Ellipse 
als für die Hyperbel beweist. Seine Beweisführung stützt sich haupt- 
sächlich auf folgende beiden Sätze: 

1. Wenn zwei eine Ellipse oder die entgegengesetzten Hyperbel- 
zweige berührende parallele Geraden irgend einer andern Berührenden be= 
gegnen, so wird das Rechteck, welches unter denjenigen Abschnitten der 
von den Parallelen geschnittenen Berührenden enthalten ist, die zwischen 
dem Berührungspuncte und den Parallelen liegen, gleich sein dem Qua- 
drate des mit der Berührenden parallelen halben Durchmessers (Hamilton 
Bch. 1. Stz. 50. Thl. 2.). 

2. Legt man durch die Endpuncte der Quer-Axe (grofsen Axe) 
der Ellipse oder der Hyperbel zwei Berührende, welch6 irgend einer an- 
dern Berührenden in den Puucten H und @ begegnen, so geht der um 
die Gerade FG als Durchmesser beschriebene Kreis durch die beiden 
Brennpuncte des Schnitts. 

Der erste dieser beiden Sätze läfst sich leicht vermittelst der von 
Hrn. Plücker (analyt. geom. Entwicklungen Bd. 2.) eingeführten Linien- 
coordinaten beweisen. Auf Liniencoordinaten bezogen stellt nämlich die 
Gleichung 

w"+-?2Bvw = F 

eben sowohl eine Ellipse als eine Hyperbel dar. Die Curve wird von der 
zweiten Coordinaten- Axe im Anfangspuncte der Coordinaten berührt und 
der Mittelpunct liegt in der ersten Coordinaten-Axe. Wenn man v con- 
stant nimmt, so ist offenbar, welchen Werth man auch dem v giebt (d.h. 
für jede Richtung zweier parallelen Tangenten) das Product der w’s, d.h. 
das Product der Abschnitte der zweiten Axe, welche zwischen dem Berüh- 
rungspunct derselben und den beiden parallelen Tangenten liegen, gleich F. 
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Wird v»=0 gesetzt, d. h. sind die parallelen Tangenten der er- 
sten Axe parallel, so ist 


w = F, 
d. h. #' ist das Quadrat des der zweiten Axe parallelen Halböurchmessers. 
Aus diesem Satze folgt mit Hülfe bekannter Sätze über Kegelschnitte 
der von Hrn. Steiner im gegenwärtigen Journal Bd. I. p. 279 Note No. 2. 
aufgestellte Satz, welcher den ersten Theil des Satzes 50. Bch. 1. Hamil- 
fon bildet. 





Beweis des Lehrsalzes No.1. Band XVi. p. 374 dieses 
Journals. 


Lehrsatz. Zieht man durch irgend einen Punct © in der Ebene 
einer gleichseitigen Hyperbel zwei sich rechtwinklig durchschneidende Ge- 
raden mit den Axen parallel, welche der Hyperbel im Allgemeinen in 
vier Puncten begegnen, und verbindet diese Durchschnittspunete durch 
Sehnen, so liegen die Mitten dieser Sehnen, der Mittelpunct M der Hy- 
perbel und der gegebene Punct O stets auf einem und demselben Kreise, 
dessen Mittelpunet in der Mitte der Linie MO liegt, welche den gegebenen 
Punct O mit dem Mittelpuncte M der Hyperbel verbindet; eben so lie- 
gen die Schwerpuncte der Dreiecke, welche jenen Punct zur Spitze und 
die Sehnen zu Grundlinien haben, auf einem andern Kreise, dessen Mit- 
telpunct auf derselben Verbindungslinie MO in dem Endpuncte des er- 
sten Drittels dieser Linie, von © aus, liegt, und dessen Halbmesser gleich 
3 MO ist. 

Beweis. Die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, auf ihre 
Axen als Coordinaten-Axen bezogen, ist 

yr— x? = da. 
Zieht man durch den Punet O in der Ebene der Hyperbel ‚zwei sich 
rechtwinklig durchschneidende Geraden mit den Axen parallel, so kann 
man von den vier entstehenden Durchschnittspuneten auf sechs verschie- 
dene Arten zwei durch eine Sehne verbinden. Die Mitten der sechs Seh- 
nen sind, wenn O0 die Coordinaten x’ und y’ hat, durch ihre Coordinaten 
ausgedrückt, folgende; 
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Die vier letzten Puncte können zusammengefafst werden unter dem Schema: 


d a a d \ 
3.4.5.0. (ErtSe, Kater) 
Das Quadrat der Entfernung R eines jeden dieser 6 Puncte von dem Puncte 
(= 7) oder von der Mitte zwischen O und M (dem Mittelpuncte der Hy- 


5} J o 








perbel ) ist gleich, nämlich R Hi sel? ni 





Dies ist aber das Quadrat der Bustien: des Punctes (—, >, 2) von M, 


dem Anfangspuncte der Coordinaten, 

Wenn man drei Puncte, die in einer Geraden liegen, als Dreieck 
betrachtet, so sind die Schwerpuncte der 6 Dreiecke, welche O zur Spitze 
und eine Sehne zur Grundlinie haben, durch ihre Coordinaten ausgedrückt, 


folgende: 1. (= y'), 


(2). 
BT NE, Are, 


Das Quadrat der Entfernung (r) eines jeden dieser 6 Puncte von dem 
22° \.2y 

’» 

Punucte (> 73 











) ist dasselbe, nämlich 


a ac’? y’3 
Pe m - 





nd f ‘ ® . 
Ein Punct, dessen Coordinaten = und 7 sind, liegt aber auf der Li- 


sie MO zweimal so weit von M als von O entfernt, Das Quadrat der 
2x 2y 
3 7.8 


a’? y’? = r 
g ” 





) vom Punct O oder (x‘, y’) ist 


Entfernung eines Punctes ( 
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Beweis des von Herrn Steiner in seinem Werke „Syxsicm. 
Entwicklung der Abhängigkeit geomelr. Gestalten” 
Anhang 8.2939 No. 16. aufgestellten Eichrsaiz. 


Der Lehrsatz lautet, mit veränderter Bezeichnung: 

Drehen sich zwei beliebige, der Größse nach unveränderliche Win- 
kei (aA) und (a’A’) in einer Ebene dergestalt um ihre festen Seheitel- 
puncte ß und P/, die in einem gegebenen Kegelschnitt liegen, dafs der 
Durchschnittspunct (a, «) zweier ihrer Schenkel @ und «' diesen Kevel- 
schritt durchläuft, so beschreibt jeder der drei übrigen Puncte (a, A‘), 
(a', A), (A, A’), in denen sich ihre Schenkel paarweise schneiden, einen 
Kegelschnitt, welcher durch die zwei festen Scheitel ß und ß’ geht. 

Beweis. (Siehe Fig.15.) Heifse der eine Schenkel des Winkels 
(a A) in den verschiedenen Lagen, die er bei der Drehung erhält, d, c, d u. , f., 
und der andere B, C, D u.s. f., und entsprechend der eine Sohenkel des 
Winkels (@’ A’): b’, c’, d’ w.s.f., und der andere Schenkel: 3’, C', D' u. 
.f., so ist, da W.(aA)=W.(bB)=W.(cC') und eben so W. (a‘A4') 
= W.(’B')=W.(ec'C’), auch 

W. AB) =W.(ab) wd W(AC)=W.(ac) wsf. 
Eben so 

W.(ABN=W.(ab) und W.(ACY)=W.(a’c) ws f. 

Bezeichnet man demnach den ebenen Strahlbüschel, dessen Mittel- 
punct ß und dessen Strahlen «a, b, c, d u.s.f, sind, mit B...s...., und eben 
so den ebenen S vahlbüschel, dessen Mittelpunet ß’ und dessen Strahlen 
4',B', C',D' ws.f. sind, mit Pio.n.co., ws f., so leuchtet ein, dafs 
je zwei Strahlen des Strahlbüschels B.u.n.c.., denselben Winkel mit ein- 
ander bilden wie die beiden entsprechenden des Strahlbüschels Bra.b.c...., 
und je zwei Strahlen des Strahlbüschels Bur.n.c.., denselben Winkel 
wie. die beiden entsprechenden des Strahlbüschels Bu. ,....3. Wenn also 
Bas... wod Ba duc.,, zwei projectivische ebene Strahibüschel sind, so 
sind auch 


1. B.ı.2.c.., und Pas. Bu) 
2. TREE und P’n. Br. Cu) 9 
3. B.4.2.C.., und BP’. BD, Os) 


drei Paar projectivische ebene Strahlbüschel, d, h. (Syst. d. Abh, S. 139. 1V.): 


wenn (a,«‘) Punct eines Kegelschnitts ist, der durch die Puncte & und ?' 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 3. 285 
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geht, so ist auch ein jeder der drei Puncte (@,4’), A,a'), (4,4') Punet 
eines von drei Kegelschnitten, denen die Puncte ß und ß’ gemeinschaft- 
lich sind. 


Auf ähnliche Art werden folgende Sütze bewiesen: 


Il. Bewegen sich zwei Paare von Puneten a, A und a‘, 4’ mit un- 
veränderter Entiernung des a von A und «’ von A’ auf zwei, einen Kegel- 
schnitt berührenden Geraden ß und ß’ in der Art, dafs die durch @ und «‘ 
geführte Linie Tangente desselben Kegelschnitts bleibt, so bleibt auch die 
durch a und A, so wie die durch a und A und die durch A und 4’ ge- 
führte Linie Tangente eines und desselben von drei neuen Kegelschnitten, 
welche die Linien ß und ß’ berühren. 


2. Preben sich zwei beliebige, der Gröfse nach unveränderliche 
Ebenenwinkel *) (aA) und (a‘A’) dergestalt um ihre festen Scheitel ß 
und ’, welche in der Oberfläche eines Kegels vom zweiten Grade liegen, 
dafs der Burchsehnitt der beiden Ebenen @ und a’ die Oberfläche des Ke- 
gels beschreibt, so beschreibt jede der drei übrigen Linien (a.4'), (a. A), 
(4.A'), in denen sich die Schenkel der Ebenenwinkel paarweise schnei- 
den, die Oberfläche eines Kegels vom zweiten Grade, in welcher die 
Scheitel ß und ß’ der beiden Ebenenwinkel (aA) und (a’A‘) liegen. 


3. Bewegen sich zwei beliebige, der Gröfse nach unveränderliche 
Winkel (aA) und (a’ A’), deren gemeinschaftlicher Scheitelpunct in der 
Durebschnittslinie zweier einen Kegel zweiten Grades berührenden Ebe- 
onen ß und ß‘ liegt, in den beiden Ebenen ß und ß’ dergestalt, dals die 
durch @ und a’ gelegte Ebene beständig denselben von ß und ß’ berühr- 
ten Kegel zweiten Grades tangirt, so berührt auch jede von den drei Ebe- 
nen (a, 4’), (a', A), (4, A’), welche durch je zwei Schenkel der Win- 
kel (aA) und (a’A’) gelegt werden, einen bestimmten von drei neuen 
Kegeln zweiten Grades, welche von den Ebenen ß und ß‘ berührt werden. 





*) Wenn zwei Ebeneu a und 4 sich in der Linie $ schneiden, so nenne ich £ den 
Scheitel des Ebenenwinkel (a4), dessen Schenkel die beiden Ebenen a und A sind. 
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Beweis des von Herrn Steiner in seinem Werke „System. 
Eintw. d. Abh. geom. Gest.” Anhang 8. 302 No. 24. 
aufgestellten Lehrsatzes. 


Der Lehrsatz lautet: 


Befinden sich zwei projectivische Gebilde, eine Gerade A und ein 
ebener Strahlbüschel B, in beliebiger schiefer Lage in einer Ebene, und 
man zieht durch jeden Punct der Geraden einen Strahl, welcher entweder 
a) dem (dem jedesmaligen Punct) entsprechenden Strahl des Strahlbüschels 
parallel ist, oder 5) welcher zu ihm rechtwinklig ist, so berühren alle 
solche Strahlen eine bestimmte Parabel, welche auch von der gegebenen 
Geraden A berührt wird. 

Der Beweis beruht darauf, dafs gezeigt wird: die Gerade A und 
die durch den Punct a in ihr mit dem Strahl « parallel oder zu ihm senk- 
recht gezogene A’ werden von den mit den übrigen Strahlen durch die 
entsprechenden Puncte der A parallel oder zu ihnen senkrecht gezogenen 
Geraden in entsprechenden Puncten projeetivisch ähnlich geschnitten. 


Beweis von a) In Fig. 13. ist durch den Punct a die Gerade A’ 
parallel mit dem Strahl « in dem ebenen Strahlbüschel B, dessen Mittel- 
punct B ist, gezogen. In dem ebenen Strahlbüschel wird es einen Strahl c 
geben, welcher mit der Geraden A parallel ist. Es wird also in der Ge- 
raden A einen Punct c geben, welcher seinen entsprechenden Punct < ia 
dem Durchschnitt der Geraden A und A’ hat. Man ziehe die Linie Ba 
und nenne diesen Strahl des ebenen Strahlbüschels 2, so liegt & zwischen 
a und c; also wird auch der Punct b zwischen a und c liegen. Vom 
Punct b aus ziehe man mit D eine Parallele, welche A’ in b/ trifft. 
Nimmt man nun jenseits c (in Bezug auf 5) einen Strahl d, oder jenseits a 
einen Strahl d, so wird der ihm entsprechende Punet d entweder jenseits 
c oder a (in Bezug auf b) liegen; es werde der Punct d jenseits a ange- 
nommen, so wird der durch d mit d parallel gezogene Strahl die Gerade 
4' in d’ und zwar unterhalb b’ treffen. Nun ergiebt sich 





el. sin (ab) ad _ sin(ad), 
eb‘ ” sin(cb)? edv — sin(ed)’ 
also 
ab ad _ sinlab), sin (ad) 





et sin(ch)  sin(ed) " 
28 ° 
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Da aber die Gerade A und der ebene Strahlbüschel 3 projectivisch sind, 
so Ist ab „ad en: sin(ab) sin(ad) 
cb "cd sin (cd) sin(cd)“ 





Hieraus folgt 
ab ad _ ab ab 
ehem T ch" cd? 

woraus sich unmittelbar ergtebt: 

1.: RIEE 
2... Esch 





c b cd, 
cedV’:cd 


Aus (1.) folgt: 
PeiR A Wi (bı:lb" = d—chi:ch 
d. h. 
3: Wed mu bb ch, 
4 bv:bdb = ch:ch 
Die Gleichungen (2.) und (4.) zusammengefafst, geben: 
cb cd db 


—— 


c/b’ id. 

Folglich sind die Geraden A und A‘ projectivisch ähnlich in Bezug auf 
die Puncte, in denen sie von den mit den Strahlen des Strahlbüschels 
Parallelen geschnitten werden (Syst. Entw. d. Abh. geom. Gest. $S.43). 

Beweis von 5). Ia Fig. 14. ist durch den Punct a in der Linie 4 
eine Linie A’ senkrecht auf den Strahl # in dem ebenen Strahlbüschel, 
dessen Mittelpunct B ist, gezogen, In dem Strahlbüschel wird es einen 
Strahl c geben, welcher senkrecht zu der Linie A ist. In dem Schnei- 
dungspunct der Linien A und A’ ist also der Punct a in Bezug auf die 
Linie A und der Punct «’ in Bezug auf die Linie A’ vereinigt. Man ziehe 
die Linie Ba, so wird, wenn Ba als Strahl des Strahlbüschels 5 ist, der 
Punct 5b in A zwischen < und a liegen, wie in Fig. 13. und die durch b 
zu dem Strahl 5 rechtwinklig gezogene bb’ wird die Linie A’ oberhalb 4 
treffen. Wird nun der Strahl d oberhalb @ angenommen, so mufs auch die 
durch d zu d rechtwinklig gezogene dd’ die Gerade A’ oberhalb b‘ treffen. 

Aus einfachen geometrischen Betrachtungen ergiebt sich: 


W.tba=W,(ab), W.b’ba=W.(cb). 


ab __ sin(ab) ad __ sin(ad) 
ev © sin (cb) ? ed sin (cd) ? 
also, wie in dem Beweise von a): 

ab ad _ ab,ad 


eb’ eh TTcb’cd 


Hieraus folgt 








Us 8 f. 
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Beweis des von Herrn Steiner in seinem Werke „System. 
Entw. d. Abh. geom. Gest.” Anhang 8.303 No. 27. 
aufgestellten Lehrsalzes. 


Lehrsatz. Liegen zwei projectivische ebene Strahlbüschel 3 und 
B' beliebig im Raume, und man legt durch irgend einen gegebenen Punot d 
Ebenen, von welchen jede irgend zwei entsprechenden Strahlen der Strahl- 
büschel parallel ist, so umhüllen sie eine Kegelflüche D zweiten Grades; 
oder legt man durch D solche Geraden, von welchen jede zu irgend zwei 
entsprechenden Strahlen der Strahlbüschel der Richtung nach rechtwinklig 
ist, so liegen sie in einer Kegelfläche zweiten Grades. 

Beweis des ersten Theils des Satzes. M sei die Durch- 
schnittslinie der Ebenen der beiden ebenen Strahlbüschel 3 und B’, deren 
Strablen a,d, ,d,&, rws.f. und a‘, b', c', d‘, e‘, r’..... heilsen mö- 
gen. Es giebt in B einen Strahl d, der parallel M ist und eben so in B* 
einen Strahl e‘, der parallel M ist. Die durch D mit d und d’ parallel 
gelegte Ebene (A‘) ist demnach der Ebene des Strahlbüschels B’ parallel, 
und eben so ist die durch D mit e und e’ parallel gelegte Ebene (A) der 
Ebene des Strahlbüschels 3 parallel. (A) und (A’) werden also von den 
übrigen durch D respective mit @ und a‘, 5 und Ö’ u. s. w. parallel ge- 
legten Ebenen in solchen Strahlen «& und a‘, ß und ß’ geschnitten, welche 
a und a‘, 5 und Ö‘ parallel sind, woraus erhellt, dafs (A) und (4’) in 
projectivischen ebenen Strahlbüscheln geschnitten werden, welche in einem 
Raumbüschel D liegen, woraus (nach Syst. Entw. d. Abh. geom. Gest. 
S.138 II. links) folgt, dafs die schneidenden Ebenen einen Kegel zweiten 
Grades umhüllen, dessen Spitze D ist. 

Beweis des zweiten Theils des Satzes. Man fälle von D 
aus das Perpendikel DM auf die Ebene von B und DM’ auf die Ebene 
von B’. Irgend ein Strahl DA, der von D aus im Raume willkürlich 
gezogen ist, kann betrachtet werden als der Durchschnitt zweier Ebenen 
DMA und DM’A und eben so ein Strahl DR als der Duchschnitt der 
beiden Ebenen DMR und DM'R. Sämmtliche Strahlen also, die von D 
aus gezogen werden, können als die Durchschnitte betrachtet werden ir- 
gend zweier Ebenen in zwei Ebenenbüscheln, deren Axen DM und DM’ 
sind. Nun sei der Strabl DA senkrecht zu « und «‘, so wird a senk- 
recht sein auf der Ebene DMA und a‘ senkrecht auf der Ebene DM’. 


u 
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Ehen so wird, wenn DR senkrecht zu r und r’ ist, r senkrecht sein zu DMR 
und r‘ senkrecht zur Ebene DM'R. Der Flächenwinkel (DMR, DM A) 
ergänzt also den Winkel, den die Strahlen # und @ im ebenen Strabl- 
büschel B mit einander bilden, zu zwei Rechten. Eben so ergänzt der 
Flüchenwinkel (DM'’R, DM’A) den Winkel, welchen die Strahlen r’ und 
a’ im ebenen Strahlbüschel 3° mit einander bilden, zu zwei Rechten. 
Zwei Winkel aber, die sich zu zwei Rechten ergänzen, haben gleiche 
Sinus. Die Strahlen also, die von D aus senkrecht zu zwei entsprechen- 
den Strahlen der ehenen Strahlbüschel 3 und B’ gerichtet sind, können 
betrachtet werden als die Durchschnitte je zweier entsprechender Ebenen 
in zwei projectivischen Ebenenbüscheln, deren Axen DM und DM’ sind. 
Hieraus folgt der zweite Theil des Satzes (Syst. Entw. d. Abh, geom. 
Gest. S. 138. I&. rechts). 





Auflösung der Aufgabe 3. im Anhange der ersten Bandes 
der „Systematischen Entwicklung der Abhängigkeit 
geometrischer Gestalten ete.” von J. Steiner, 


Zuerst mag folgender Satz bewiesen werden (Anhang d. System. 
Entw. d. Abh. etc. $. 312 No. 56.). 


„Wenn in jeder von zwei Geraden A, A’ die in einer Ebene lie- 
gen, drei beliebige Puncte angenommen werden, so lassen sich durch diese, 
paarweise, 9 Geraden @ legen, welche sich, paarweise, in 18 Puncten P 
schneiden, wovon 6 mal 3 in einer Geraden g liegen und von diesen 
6 Geraden gehen 3 und 3 durch einen Punct.” 


Beweis. Man bezeichne die 3 Puncte auf der Linie A mit den 
Ziffern 1, 2, 3 und auf der Linie A’ mit I, II, II; den Durchschnitt zweier 
Linien @, etwa I1 und II2 mit (I1. I2) u. s. f., den Durchschnitt der 
Linien A und A’ mit O; eine Linie, welche zwei Puncte P verbindet 
mit (12. I, II3. II2) u. s. f£. Die Linie (11. II2, O) ist die Polare 
des Punctes (12. II1) in Bezug auf den Kegelschnitt, welcher die fünf 
Linien I1, II2, III 3, A und 4’ berührt. In Bezug auf denselben Kegel- 
schnitt ist (11. III 3, O) die Polare von (13. IHI1) und (112. II3, O) 
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die Polare von (II3. IHIT2). Da nun die Linien (11.112, 0), (T1.IIT 3, O), 
(IT2. III 3, 0) den Punct © mit einander gemein haben, so müssen ihre 
Pole auf einen und derselben Geraden, der Polaren des Punctes O liegen. 
Diese Gerade werde bezeichnet mit 
9, (A1) AL2) (IT3): 
so kann auf ähnliche Art gezeigt werden, dafs die übrigen 15 Puncte P 
auf folgenden 5 Geraden g vertheilt sind: 
9. (11) (13) (AT2), 
In (3) (IE2) (III), 
9, (12) (IL1) (III 3), 
9. (12) (113) (UK), 
9. (13) (IL1) (HI2). 
Es liegen also, etwa auf der Linie g,, die 3 Puncte: 
(l1. 12) (13. UL2) (II3. III) 
und die Linie g,, ist die Polare des Punctes ® in Bezug auf den Kegel- 
schnitt, welcher die 5 Geraden A, 4‘, 12, IL1, liL3 berührt. 
Aus dem bekannten Satze der Situations - Geometrie 
„wenn die 3 Seiten eines Dreiecks den Seiten eines andern Dreiecks in 
3 Puneten begegnen, die in gerader Linie liegen, so schneiden sich 
diejenigen geraden Linien, welche die diesen Seiten gegenüberliegenden 
Winkelpuncte der beiden Dreiecke verbinden, in demselben Puncte,” 
folgt ferner, dafs von den Linien 9 3 und 3 sich in einem Puncte schnei- 
den, nämlich die Linien g, 9, 9,., und die Linien 9, In Iıve 
Wenn die 3 Linien I1, II2, HI 3 sich in einem Punucte @ schnei- 
den, so geht bekanntlich (vergl. „die geometr. Constructionen ausgef. 
mittelst der geraden Linie und eines festen Kreises von J. Steiner” S.12, V,) 
die Linie 9, durch den Punct 0. Wir erhalten alsdann folgenden Satz: 
„Wenn 5 gerade Linien gegeben sind, von welchen 3 durch einen 
zweiten gegebenen Punct Q und die beiden übrigen dureh einen zweiten Punct 
O gehen, so schneiden sich diese geraden Linien aufserdem noch in 6 Puncten. 
Diese 6 Punete lassen sich durch 6 neue gerade Linien verbinden, und diese 
6 geraden Linien schneiden sich untereinander in 9 neuen Puncten (p), die 
ursprünglichen 5 Linien aber in 6 neuen Puncten (7,). Von den 9 Puncten p 
liegen 3 auf einer durch O gehenden Linie (g) und die übrigen 6, zu zweien, 
auf 3 geraden Linien, die durch den Punet Q gehen. Die 6 Puncte p, liegen 
zu 3 aufzwei Linien, deren Durchschnittspunct in der Linie 9 befindlich ist. 
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Die von Herrn Professor Steiner gestellte Aufsabr Iantat: 


„Wenn in einer Ebene zwei beliebige Geraden A, A’ und in jeder 
irgend 4 harmonische Puncte gegeben sind, so bestimmen die letzter», 
paarweise genommen, 16 Strahlen S’; diese schneiden sich in 12 Puncten P, 
u. 5. w.: welche Eigenschaft haben die Strahlen S in Hinsicht ihrer ge- 
genseitigen Lage, und welche die Puncte P? wie oft liegen von den letz- 
tern 3, und wie oft 6 in einer Geraden? u. s. w.” 


Der Durchschnittspunct der Linien A und A’ sei O; die vier har« 
monischen Puncte auf der Linie A werden bezeichnet mit 1, 2, 3, 4 und 
die vier harmonischen Puncte auf der Linie A’ mit 1.11. IH. IV. Bezeich- 
net man nun mit Herrn Prof. Moebius (Barycentr, caleul $.246 $. 183,) 
das Doppelschnittsverhältnils 


BE: Bi 
35°37 mit (1, 3, 2, 4), 


so leuchtet ein, dafs: 


(1, 3,2, 4) = (3, 1,4, )= (2,4, 1,3) u (4, 2, 3 1) = (l, 3, 4, 2) 
—= (3,1,3,4) = (4,2,1,3) = (3,4, 3,1) = (LI, U, IV) = — 1. 
Da nun (System. Entw. der Abh. geom. Gest. S, 157) 


„alle Geraden, welche von irgend 4 festen Geraden harmonisch ge- 
schnitten werden, einen bestimmten Kegelschnitt berühren, welcher 
auch von jenen festen Geraden berührt wird,” 


so ergiebt sich, dals 40 der Puncte P auf folgenden 8 Geraden ver- 


theilt sind: 
9. (Ei) AAL2) (MI3) (AV 4), 


gu. (13) (II4) (AL 1) (IV 2), 
gu. (82) (II) (IA) (IV 3), 
gu. (14) (I13) (UL2) (IV 1), 
g.. (11) (II4) (IL3) (IV 2), 
Is. (13) (AL2) (HI 1) (IV A), 
Ir. (14) (Ali) (UL2) (IV 3), 
Grm. (12) (IL3) (AL4) (IV 1). 


Jede dieser 8 Linien ist die Polare des Punctes O in Bezug auf einen 
von 8 bestimmten Kegelschnitten. So ist die Linie 9, die Polare des 


Punctes O in Bezug auf den Kegelschnitt, welcher die 6 Linien berührt: 
4,4‘, I1, 14, 113, V2 ws 
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Jede der 8 Linien 9 enthält 6 der Punote P, von weichen & auf 
keiner der 7 übrigen Linien vorkommen, zwei aber im Durchschnitt mit 
zweien der 7 übrigen liegen. So hat die Linie g, mit der Linie y, den Punct 
(13. II1) und mit der Linie g,. den Punct (114. IV 2) gemein. Eben 
so ist der Punct (II2. IV 4) den beiden Linien g, und g,, der Punct 
(14. IIL2) den beiden Linien g,. und 9,.., der Punct (IL 1. IV 3) den Li- 
nien 9, und 9,5 der Punct (II 3.1V 1) den Linien g,. und g,., der 
Punct (11. H13) den Linien 9,, und g,, und der Punct (12. HI4) den 
Linien 9,, und 9,. gemein, 

Von den 8 Linien g schneiden sich 4 und 4 in einem Punct, nime 
lich die Linien 9... 5 ir» Ivı5 9, und 95 Iır3 Ir Irme Dieses folgt aus 
dem vorhin erwähnten, bekannten Lehrsatze der Situations- Geometrie, 
Für die 4 Linien 9,, 9x5 Ir 5 Ir. Kann es beispielsweise also bewiesen 
werden. 

Die Linie 9, wird bestimmt durch die beiden Puncte: 

(13. 11) und (1W14.IV2). 
Die Linie 9... wird bestimmt durch die beiden Puncte; 
(IV4. II1) und (11.172). 
Die Linie 9,.. wird bestimmt durch die beiden Puncte; 
(13. IV4) und (11.114). 

Die Linien (13. III 1, IV 4. HI 1) und (114. IV 2, 11. IV 2) schnei« 
den sich im Puncte (III 1. IV 2. 

Die Linien (I 4. IV 2, 114. 11) und (13. IV 4, 13. III1) schneiden 
sich im Puncte (II 4. I 3). 

Die Linien (11. 114, 11. IV 2) und (IV4. Iu1, IV4. 13) schnei- 
den sich im Puncte (11. IV 4). 

Denn die Linie (13. III 1, IV. 4. II 1) ist keine andre als die Linie IH 1 
selbst. Da nun aber die drei Puncte (1111. IV 2), (114. 13), (11. IV 4) 
in einer Geraden, nämlich in der Linie 9,, liegen, so müssen die drei Ge- 
raden 9:5 9... und 9,.. sich in einem Punete schneiden. 

Die Linie g, wird aber auch bestimmt durch die beiden Pancte: 

(12.11) und (I4.IV1). 
Die Linie 9,.. wird auch bestimmt durch die beiden Puncte 
(IV3.U1) und (14. II2). 
Die Linie 9,, wird bestimmt durch die beiden Puncte 
| (12.1V3) und (112. IV) 
Crelle’s Jouraal d. M. Bd. XIX. Hl. 3. 29 
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Da nun aber auch die drei Puncte (14.111), (II 2.1V 3), (12. 1V 1) 
in einer Linie liegen, nämlich in der Linie 9,, so müssen auch die drei 
Linien: 9,5 Im 3 Jr Sich in einem Puncte schneiden, welcher Punct der- 
selbe sein wird wie der Durchschnitt der drei Linien: 9,, Iyu> rn» 


Unter den 40 Puncten P, welche auf den acht Linien g vertheilt 
sind, mögen diejenigen 8, welche im Durchschnitt je zweier Linien g lie- 
gen, mit P,, diejenigen 32 aber, von denen je 4 einer bestimmten Linie 
g eigenthümlich zugehören, mit P,, bezeichnet werden. Diejenigen noch 
übrigen 32 Puncte P aber, von denen keiner sich auf einer Linie g be- 
findet, mögen mit P,. bezeichnet werden. 


Von den 8 Puncten 1, 2, 3, 4, I, TI, III, IV können auf 16 ver- 
schiedene Arten 3 Puncte der Linie A auf 3 Puncte der Linie A’ bezo- 
gen werden. In jeder Combination erhält man nach dem oben erwähn- 
ten Satze des Herrn Prof. Steiner 18 der Puncte P in der Art zusam- 
mengestellt, dals sie zu dreien auf sechs Linien liegen. Zwei dieser Li- 
nien kommen unter den Linien 9 vor und eine jede von ihnen enthält 
einen Punct P, und 2 Puncte P,. Jede der vier andern Linien (Y) 
enthält 2 Puncte P,, und einen Punct P,. So giebt die Combination 
(LIE IV 3 4 2) folgende sechs Linien: 

a. (13) (lI4) (IV2), 
db. (13) (II2) (IV4), 
ec. (12) (II4) (IV 3), 
d. (14) (II3) (IV2), 
e. (14) (II2) (IV3), 
fr (2 (13) (IVA4). 

Die Linie « ist offenbar die Linie g,, und die Linie 5 ist die Linie g,,. 
Die drei Linien a, e, f schneiden sich in einem Puncte und eben so schnei- 
den sich die drei Linien d, c, d in einem Puncte. Wir erhalten demnach 
64 Linien (y), von denen eine jede einen Punct P, und 2 Puncte P,, ent- 
hält. Jeder Punct P, ist der Durchschnitt von zwei Linien (y). So ist 
der Punet (13. II 2) der Durchschnitt der beiden Linien 

(12) (IT 3) (OE1) und 
(12) (IL3) (IV 4). 

In jedem Punct P,,, schneiden sich aber vier Linien (y). So schnei- 

den sich im Puncte (I 2. III4) die vier Linien: 
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. (1) AI4) AH), 
(1-3) (114) (II2), 
{IV 1) (114) (MI2), 
(IV 3) (II4) (UL2). 

Auf jeder Linie g schneiden sich 4 Paar Linien (y). So schneiden 
sich auf der Livie g,, 

1. aus der Combination (I I IV 3 24) die beillen Liuien 
(114) (12) (IV 3) und 
(IV 2) (14) (113); 

2. aus der Combination (LIL 111 3 2 1) die beiden Linien 
(12) (II 1) (AA3) und 
(11) AI3) (112); 

3. aus der Combination (1 111 IV 3 1 4) die beiden Linien 
(11) (1114) (AV 3) und 
(14) (H1L3) (IV 1); 

4. aus der Combination (MI II IV 2 1 4) die beiden Linien 
(IL 1) (UI 4) (IV 2) und 
(114) ML2) AV 1). 

Diese vier Puncte auf der Linie g,,, denen auf jeder der sieben 
übrigen Linien g vier äbnliche entsprechen, mögen Z/,, so wie die beiden 
Puncte, in denen sich die Linien 4 zu vieren schneiden, 7/ genannt werden, 

Jede Linie 9 schueidet sich in einem Punet /Z mit drei andern Li- 
nien 9, in einem Punct P, mit einer vierten und in dem zweiten Punct 
P, mit einer fünften neuen Linie 9; ia den 4 Puncten P, mit 4 Paar 
Linien (Y) und in den 4 Puncten J7, mit 4 Paar neuen Linien (Y). 

Jede Linie ‘y schneidet sich in einem Puncte ZZ, mit einer Linie 9 und 
einer andern Linie y; in jedem zweier Punote P,, mit drei neuen Linien 
und in einem Punct P, mit einer neuen Linie y und einer neuen Linie g. 

Diese Entwicklungen, zusammengefalst, geben folgenden Satz. 

Lehrsatz 1. Wenn in einer Ebene zwei beliebige Gerade A, A, und 
in Jeder vier harmonische Puncte gegeben sind, so bestimmen die letztern, 
paarweise genommen, 16 Strahlen ‚S‘; diese schneiden sich in 72 Puncten P. 
Diese 72 Puncte P lassen sich in drei Gruppen theilen. In der ersten 
Gruppe kommen 8 Puncte (P,), in der zweiten 32 Puncte (P,) und in 
der dritten 32 Puncte (P,,) vor. Die Lage der Puncte (P,), (P,), (P..) 
gegen einander ist folgende. Die 8 Puncte (P,) und die 32 Puncte (P.,) 
29° 
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liegen zusammen auf acht geraden Linien (9) dergestalt, dafs jeder Punct 
(P,) zweien Linien (9) gemeinschaftlich ist, jede Linie (9) aber 4 Puncte 
(P,,) eigenthümlich hat. Die acht Linien (g) schneiden sich zu vieren 
m 2 Puncten (/7). Die 32 Puncte P,. liegen zu zweien auf 64 Linien (Y), 
welche zu zweien sich in einem Puncte (P,,) schneiden. Die 64 Linien (y) 
schneiden sich überdies noch zu zweien ia 32 neuen Puncten (/Z7,), welche 
zu vieren auf den acht Linien (9) enthalten sind, 

Wenn die Linien I1, II2, HI3, IV4 sich in einem Puncte schnei- 
den, so erhalten wir folgenden Satz. 

Lehrsatz 2. In einer Ebene sind sechs gerade Linien gegeben, 
wovon zwei sich in einem Punct O und die vier übrigen, welche vier har- 
monische Strahlen sind, in einem zweiten gegebenen Puncte Q schneiden. 
Die sechs Linien schneiden sich aufserdem noch in 8 neuen Puncten, 
durch welche zwölf neue Linien (5) gelegt werden können. Die zwölf 
Linien (SS) schneiden sich unter einander in 42 neuen Puncten (P) und 
die vier Harmoniealen in 24 neuen Puncten (ZT). Von den 42 Puncten (P) 
liegen 6 auf einer durch O gehenden Linie (Y), 20 liegen zu vieren auf 5 
durch Q gehenden Linien (9) und 16 zu zweien auf 8 ebenfalls durch O 
gehenden Linien (@). Diese 16 Puncte mögen zum Unterschiede mit (p) 
bezeichnet werden. } 

Unter den fünf Linien (9) giebt es zwei Linien 9, und g,, von 
denen eine jede einen der Puncte P mit der Linie (y) gemein hat; ferner 
zwei Linien g,, und 9,,, von denen eine jede zwei bestimmte Puncte P 
enthält, welehe so zu einander liegen, dafs, wenn man sie durch zwei neue 
Linien ‘y, und y, verbindet, diese beiden Linien sich auf der Linie (y) 
schneiden, und zwar in demselben Puncte, in welchem die fünfte der Li- 
nien (9), die Linie g,, die Linie (y) schneidet. Dieser Punct möge mit 
(L) bezeichnet werden. Jede der beiden Linien '‘y, und ‘, enthält aufser- 
dem noch vier Puncte aus der Reihe der 24 Puncte (17). Diese acht auf 
den Linien Yy, und ,, enthaltenen Puncte (I7) mögen zum Unterschiede 
mit IZ, und die noch übrigen 16 Puncte (77) mit IZ,, bezeichnet werden. 

Die 16 Puncte 7, liegen zu zweien auf acht geraden Linien (X), 
welche sich zu zweien in 4 auf der Linie (y) liegenden neuen Puncten («) 
schneiden. Jede der Linien (K) enthält aulser zweien Puncten 77, noch 
einen bestimmten Punct /Z,, und zwar, wenn zwei Linien (X) sich in 
einem Puncte (&) schneiden, so gehört der auf der einen liegende Punct ZZ, 
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der Linie ‘y,, der auf der andern liegende der Linie y, an. Jede der 
drei Linien (9,.), (9,), (vi) enthält 4 solcher Puncte P, welche auf kei- 
ner der Linien (Y), (Y.)> (Yu) wieder vorkommen. Eben so hat jede der 
beiden Linien (9,,) und (9,) zwei solche eigenthümlichen Puncte P. 
Aehnlicherweise enthält die Linie (y) vier solcher Puncte P, welche auf 
keiner der Linien (9) wiederkehren. Diese 20 Puncte (P), von denen 
keiner einer Linie (3) und (y) gemeinschaftlich ist, mögen mit (P,) be- 
zeichnet werden. 


Die 16 Puncte I7, Tiegen zu zweien auf acht Geraden Ä,, welche 
sich zu zweien in den 4 Puncten P, der Linie 9. treffen. 

Die 16 Puncte (p) liegen zu zweien auf acht solchen Linien ($), 
welche sich paarweise in den 4 Puncten P, der Linie (Y) treffen. 


Die 16 Puncte ZZ, liegen aber auch zu zweien auf solchen acht Gera- 
den K,. und K,,, von denen vier (K,) sich zu zweien in den 2 Punc- 
ten P, der Linie g,, und die 4 andern (K,,) zu zweien in den zwei Punc- 
ten P, der Linie g,, treffen. Aehnlicherweise liegen die 16 Punete p zu 
zweien auf acht solchen Linien (A,) und (A,), dals eine jede der vier Li- 
nien (K,) durch einen der 4 Puncte ZZ, auf der Linie y, und jede der 
vier Linien (K,) durch einen der vier Puncte IT, auf der Linie ‘y, geht. 


Die 16 Puncte p lassen sich mit den 16 Puncten II, paarweise zu 
sechszehn solchen Linien K, und K,, zusammenstellen, dafs die acht Li- 
nien K, sich paarweise in den 4 Puncten P, der Linie g,, die acht Li- 
nien K,, aber sich paarweise in den 4 Puncten P, der Linie g,, schnei- 
den. Jede Linie K, enthält also einen Punct (pP), einen Punct (/7,,) und 
einen der 4 Puncte P, auf der Linie g,. Eben so enthält jede Linie (K,) 
einen Punct (p), einen Punct (17,) und einen der 4 Puncte P, auf der 
Linie K,.. 

Unter den Durchsehnittspuncten der Linien ($) mit den Linien (A,,) 
giebt es 8 Puncte (@,) und («,), von denen vier (a,) auf der Linie Y, und 
die vier andern (&,) auf der Linie Y,, liegen, so dafs jeder der Puncte (g,) 
im Durchschnitt der Linie y, mit einer der Linien ($) und einer der Li» 
nien (Ä,,) sich befindet, u. 5. f. 


Unter den Durchschnittspuneten der Linien X,,, mit den Linien X, 
giebt es vier Puncte («,) und («,,), von denen zwei: («,) auf der Linie g, 
und die beiden andern; («,) auf der Linie 9,. liegen, 
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Unter den Durchschnittspuneten der Linien X, mit den Linien K, 
giebt es vier Puncte (a), welche auf der Linie g,, liegen. 

Unter den Durchschnittspuncten der Linien X, mit den Linien K,, 
giebt es 8 Puncte (a,,) und (@,,), von denen vier («,,) auf der Linie g,. 
und die vier andern («,,) auf der Linie g,, liegen. 

Die Form des Lehrsatzes 2. mit der Form des Lehrsatzes 1. zu 
vereinigen, mögen folgende Be:nerkungen dienen: 

Die Linien (9), (vu); (Ivy) des ersten Lehrsatzes entsprechen 
die Linien (Y), (Yı)s (Yu) des zweiten Lehrsatzes, 

Die 32 Puncte P,. des ersten Lehrsatzes sind im zweiten Lehr- 
satze in zwei Gruppen getrennt, wovon die eine die 16 Puncte P, die an- 
dere die 16 Puncte 1/,. enthält. 

Der Punct Q des zweiten Lehrsatzes vereinigt 4 Puncte P, des er- 
sten. Die andern 28 Puncte P,, des ersten Lehrsatzes sind enthalten in 
den 20 Puncten P, und den 8 Puncten J.. 

Der Punct ( des zweiten Lehrsatzes vereinigt in sich auch 4 Puncte 
II, des Lehrsatzes 1. 

Die übrigen 28 Puncte 12, des Lehrsatzes 1. sind folgende 28 Puncte 
im zweiten Lehrsatze: 

4 Puncte & auf der Linie y, 


a" ” 24 ”r Yı> 


El en 
BAT TERERETERETT War 

Von den beiden Puncten Z/ des ersten Lehrsatzes wird im zweiten 
der eine im Punct Q, der andere im Punet Z wiedergefunden. 

Da für jeden Werth des Doppelschnittsverhältnisses (1, 3,3, ) = 
3,1,4,2) = (3,4, 1,3) = (4, 2, 3, 1) bleibt, so ergeben sich, wenn 
(1, 3, 2, 4) irgend einen andern Werth als — 1 bekommt, aber noch 
(1,3,2,4) = (I, IH, II, IV) behalten wird (nach Syst. Entw. d. Abh. 
u. 85. w. S. 156), statt der Lehrsätze 1. und 2, folgende beiden: 

Lehrsatz 3. Wenn in einer Ebene zwei Gerade A und A, und 
in jeder Geraden 4 Puncte, in der einen die Puncte 1, 2, 3, 4, in der an- 




















109. Bauer, Beweise einiger geometrischer Lehrsätze, 223 


dern die Puncte I, II, III, IV in solcher gegenseitigen Lage angenommen 
werden, dals die Doppelschnittsverhältnisse (1, 3, 2,4) und (I, III, II, IV) 
gleich sind, so bestimmen die Puncte 1, 2, 3, 4 mit den Puncten I, I, III, IV 
16 Strahlen S, welche sich in 72 Puncten » schneiden. Von diesen 
72 Puncten p liegen 24 Puncte (p,) zu sechsen auf 4 Geraden (@), die übri- 
gen 48: (p,) liegen zu zweien auf 48 Geraden (©), welche sich paarweise 
in den 24 Puncten p, schneiden. Jeder Punct p,, liegt demnach im Durch- 
schnitt zweier Geraden (©). Diese 48 Geraden (©) schneiden sich aufser- 
dem zu dreien in 16 neuen Puncten (II). Die 48 Puncte p,, liegen aber 
auch zu dreien auf 32 Linien (©,), so dafs jeder Punct p,, ebenfalls im Durch- 
schnitt zweier Linien (©,) sich befindet. Auf jeder Linie (@) schneiden 
sich 4 Paar Linien (&,) in 4 neuen Puncten (77,). Jeder Punct p, ist 
also im Durchschnitt einer Linie (@) und zweier Linien (©); jeder Punct »,, 
im Durchschnitt zweier Linien (©) mit zweien Linien (©,); jeder Punct 7/ 
im Durchschnitt dreier Linien (©); jeder Punct I/, im Durchschnitt einer 
Linie @ und zweier Linien (G,). 

Lehrsatz 4. Wenn in einer Ebene 6 Linien gegeben sind, von 
denen 4 durch einen gegebenen Punct Q und die beiden andern A und 
A, durch einen zweiten gegebenen Punct O gehen, so schneiden sich diese 
sechs Linien aulserdem noch in 8 neuen Puncten, von denen 4, welche 
durch die Ziffern 1, 2, 3, 4 unterschieden werden mögen, auf der Linie 
A und die vier andern, welche durch die Ziffern I, II, IH, IV bezeichnet 
werden mögen, auf der Linie A, sich befinden. Diese 8 neuen Puncte 
lassen sich paarweise zu 12 neuen Linien S verbinden. Die zwölf Li- 
nien S schneiden sich untereinander in 42 neuen Puncten P und die vier 
durch @ gehenden Linien in 24 neuen Puncten IT. 

Unter den 48 Puncten P liegen 6 Puncte: (p) auf einer durch O 
gehenden Geraden (Y), 12 Puncte (P) liegen zu vieren auf drei durch © 
gehenden Linien (9). Die noch übrigen 24 Puncte P mögen in zwei 
Gruppen vertheilt werden, wovon in der einen 8 Puncte (P'), in der an- 
dern 16 Puncte (P,,) vorkommen. Die 8 Puncte P, sind: 

(112. IV3) (IM4. II 3), 

(13. 12) (Di. 112), 

(12.1V1) (14 11), 

(IV1. 114) (IV3. 14), 
Die 16 Puncte P,, sind folgende: | 
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(I2Mı) (12.19, 
(13.1V1) (14.11), 
(11.1V2) (M4 12, 
(113.172) (114. 112), 
(Alt. 113) (II2. I 3), 
(1111. IV3) (MIA. 1 3), 
(1v1. 14) (iv2. I, 
(dV2. IH4) (v3. II2. 
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Die 8 Puncte P, liegen zu zweien auf 4 durch Q gehenden Linien 
(6,) und die 16 Puncote P,, liegen zu zweien auf 8 durch Q gehenden Li«- 
nien (@,), und zwar liegen sowohl die Puncte P, als auch die Puncte P,, 
in der Art paarweise auf den Linien @, und @, wie sie in der obigen 


Zusammenstellung gruppirt sind. 


Die 24 Puncte I/ mögen ebenfalls in zwei Gruppen vertheilt wer- 
den, wovon in der einen 8 Puncte (II,), in der andern 16 Puncte (11/;) 


vorkommen. Die 8 Puncte ZT, sind: 


ki: Bi, 
(Ilı Ww2, 
(U2. 13), 
(12. IM), 


(113. II), 
(113. IY2), 
av4 13), 
(IV4. 111). 





Die 6 Puncte (y) mögen endlich ebenfalls ia zwei Gruppen ver- 
theilt werden, so dafs in der einen zwei Puncte (p,), in der andern vier 


Puncte (p,) vorkommen. Die beiden Punete (p,) sind: 
(13. UL1), 
(114. IV2). 

Die 4 Puncte (y,) sind: 


«2: A141) 

(14 IV), 

(113. 112), 

(III4. 1V3). 

Die 8 Puncte P, liegen zu zweien auf vier Geraden X, , welche sich 
paarweise in den beiden Puncten p, schneiden, 
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Die 16 Puncte P, liegen zu zweien auf 8 Geraden K,,, welche sich 
paarweise in den 4 Puncten: p, schneiden. 


Die 16 Puncte 77, liegen zu zweien auf 8 Geraden 8, , welche sich 
paarweise in den 4 Puncten P einer der drei Linien (9) schneiden. 
Diese eine Linie möge zum Unterschiede mit (g9,) bezeichnet werden und 
die beiden andern (9) mögen durch die Symbole 9, und g, unterschieden 
werden. Auf der Linie 9, liegen folgende 4 Puncte (P): 

(14 HI2, 
(13. IV), 
(13. W2), 
(114. 111). 


Unter diesen vier Puncten mögen die beiden ersten mit (),), die 
beiden andern mit (P,) bezeichnet werden. Achnlicherweise mögen auf 
der Linie g, unter den 4 Puncten (‘P) die beiden Puncte (13. II4) und 
(41 1. IV 2) mit (P,) und die beiden andern (12. 114) und (111. IV 5) 
mit (W,) bezeichnet werden. 

Die 16 Puncte IZ, liegen zu zweien auf 8 Geraden (f,), welche sich 
paarweise so zusammenstellen lassen, dafs sich zwei Paare in den beiden 
Puncten (P,) der Linie 9, und die beiden andern Paare in den beiden 
Puncten (P,;) der Linie 9, schneiden, Die vier ersten Linien f, mügen 
zum Unterschiede mit (f,.), die vier andern mit (f,,) bezeichnet werden, 


Die 8 Puncte /T, liegen zu zweien auf 8 Geraden f,, von denen zwei 
Paare sich in den beiden Puncten P, der Linie 9, und die beiden andern 
Paare in den beiden Puncten P, der Linie 9, schneiden, so dals jeder 
Punct IZ, im Durchschnitt zweier Linien f, liegt. 

Unter den Durchschnittspuncten der 8 Linien $, mit den 8 Linien 
f, giebt es 8 neue Puncte M,,, welche zu gleicher Zeit auf den 8 Linien 
K.. liegen, so dals jede Linie K, den Durchschnitt einer Linie $, mit 
einer Linie f, enthält. 

Unter den Durchschnittspuncten der Linien f,,. wit den Linien f,, 
giebt es vier neue Puncte M,, welche zu gleicher Zeit auf den Linien Ä, 
liegen, so dals jede Linie 4, den Durchschnittspunct einer Linie f,. mit 
einer Linie f,, enthält. 

Die 16 Puncte I2, liegen zu zweien auf 8 Geraden (po), welche duroh 


die 8 Puncte ZZ, gehen, so dafs jede Gerade (g) einen Punot Z7, und zwei 
Crelle's Journal d. M. Bd. XIX. Hk. 3. 30 
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Puncte 77, enthält. Die 8 Geraden ö schneiden sieh zır zweien in 4 neuen 
Puncten «& der Linie (Y). 

Die 16 Puncte P,, liegen zu zweien auf 8 Geraden R, welche durch 
die 8 Puncte 77, gehen, so dafs jede Gerade R einen Punect 77, und zwei 
Puncte P, enthält. Die 8 Geraden R schneiden sich zu zweien in 4 neuen 
Puncten a, der Linie g,. 

Jeder Punct ZZ, lälst sich mit einem bestimmten Puncte P, durch 
eine Gerade (r) verbinden, welche durch einen der Puncte P, geht. Die 
16 Geraden (r) schneiden sich paarweise in 8 neuen Puncten &, und a,, 
wovon 4 Puncte (a,) auf der Linie 9, und die vier andern @; auf der 
Linie 9; liegen. 

Die Form des Lehrsatzes 4. mit der Form desjenigen 3. zu ver- 
einigen, mögen folgende Bemerkungen dienen: 

In dem Puncte Q sind 6 Puncte p, des Lehrsatzes 3. vereinigt; die 
noch übrigen 18 Puncte p, sind enthalten in den 12 Puncten (P) und 
den 6 Puncten (p). 

Die 48 Puncte p,, des 3ten Lehrsatzes sind nach dem 4ten Lehr- 
satze enthalten in den 24 Puncten P und den 24 Puncten ZZ, 

Die 4 Geraden @ des 3ten Lehrsatzes sind nach dem 4ten enthal- 
ten in den 3 Geraden g und der Geraden (Y). 

Die 48 Geraden (65) des 3ten Lehrsatzes sind nach dem 4ten ent- 
halten in den 8 Linien (8,), den 8 Linien (f,), den 8 Linien (f,), den 
8 Linien (X,,), den 4 Linien (X,) und dem 12 Linien (@). 

Der Punct @ des 4ten Lehrsatzes vereinigt in sich 4 Puncte /Z/ des 
3ten Lehrsatzes. Die 12 übrigen Punete 7 des dritten Lehrsatzes sind 
enthalten in den 8 Puncten M,, und den 4 Puncten M,. 

Die 32 Linien (G,) des 3ten Lehrsatzes sind nach dem 4ten enthal- 
ten in den 8 Geraden (ge), den 8 Geraden (R) und den 16 Geraden (tr). 

Die 16 Puncte ZZ, des 3ten Lehrsatzes sind nach dem 4ten enthal- 
ten in den 4 Puncten & und den 12 Puncten «. 

Einen Theil des 3ten Lehrsatzes hat bereits Hr. Professor Plücker 

gegenw. Journal Bd. 9. S.411) ausgesprochen durch Folgendes: 

„Wenn irgend ein Kegelschnitt und eia um denselben beschriebe- 
nes Sechseck gegeben sind, so werden irgend zwei Seitem dieses Sechs- 
ecks von den vier übrigen in 8 Puncten geschnitten. Die 8 Puncte las- 
sen sich durch 12 neue gerade Linien mit einander verbinden. Diese 12 
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neue gerade Linien schneiden sich in 42 neuen Puncten. Von diesen 
42 Puncten liegen 6, nach einem allbekannten Satze, auf einer durch den 
Durchschnitt jener beiden Seiten gehenden geraden Linie; 12 liegen zu 
vieren auf drei geraden Linien; 24 liegen, paarweise, auf solchen 12 ge- 
raden Linien, welche zu dreien in den vier Berührungspuncten auf dem 
vier übrigen Sechsecks- Seiten sich schneiden.” 

In dem so ausgesprochenen Lehrsatze ist Folgendes zu ändern, 
nämlich: 

1. „Von den 42 Puncten liegen 6 auf einer durch den Dureh- 
schnitt jener beiden Seiten gehenden geraden Linie.” Diese gerade Linie 
(die Linie (y) des dritten Lehrsatzes) ist die Polare des „,Durchsehnitts 
jener beiden Seiten,” in Bezug auf den gegebnen Kegelschnitt und kann 
nicht durch ihren eignen Pol gehn. 

2. 24 Puncte liegen paarweise auf solchen 12 geraden Linien 
u.8. w.” Diese 12 geraden Linien gehören zu den 48 Linien (&) des 
$ten Lehrsatzes; es ist aber nicht möglich, dafs einer der Puncte 77 auf 
einer der Linien I1, 12, 1113, IV & liege. 

Einen Theil des 4ten Lehrsatzes hat Herr Professor Plücker 
(gegenw. Journal Bd. 11. 8.26) ausgesprochen durch Folgendes: 

„Wenn 6 gerade Linien gegeben sind, von welehen 4 durch einen 
gegebenen Punct P und die beiden übrigen durch einen zweiten gegebenen 
Punct Q gehen, so schneiden sich diese geraden Linien aufserdem noch 
in 8 Puncten. Diese 8 Puncte lassen sich durch 12 neue gerade Linien 
verbinden und diese 12 gerade Linien schneiden sich in 42 neuen Punc- 
ten. Von diesen 42 Puncten liegen 6 auf einer und derselben geraden Linie, 
die durch den Punet Q geht; 12 dieser Puncte liegen zu vieren auf 3 und 
20 zu zweien auf 12 geraden Linien, die alle durch den Punct P gehen.” 





Beweis der von Herrn Professor Steiner No. 24. und 25. 
im III. Bande 8.212 dieses Journals aufgesteliten Lehrsätze. 


Lehrsatz 24. Schneidet man die drei Diagonalen AB, CD, EF' 
eines gegebenen vollständigen Vierecks, gebildet durch die vier Geraden 
AE, AF, ED, CF (Band IM. Taf. IL Fig. 10.), mit irgend einer Geraden 
ace (oder bdf) in den Puncten a, c, e (oder b, d, f), und bestimmt 
30* 
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hierauf in jeder Diagonale den entsprechenden harmonischen Punct 5, d, f 
(oder a, c, e) d. h. so, dals . B. Aa:aB=4Ab:Bb, so liegen diese 
drei neuen Puncte allemal in irgend einer Geraden bdf (oder @ace); und 
ferner: dreht sich die schneidende Gerade ace um irgend einen Punct P, 
so bewegt sich die zugehörige (harmonische) Gerade b4f so, dafs sie be- 
ständig irgend einen bestimmten Kegelschnitt berührt, der zugleich von 
den drei Diagonalen AB, CD, EF berührt wird; und auch umgekehrt, 

Beweis. (Siehe Band III. Taf. II. Fig. 10.) Der Punect 5 sei 
der zugeordnete harmonische Punct zu @ in Bezug auf A und B; eben so 
d der zugeordnete harmonische Punct zu e in Bezug auf € und D. Die 
Linie dd schneide die Diagonale EF im Puncte f. Es soll nun bewiesen 
werden, dafs f der dem e zugeordnete harmonische Punct in Bezug auf 
E und F ist. Die Linie ace treffe die Linie dfd im Puncte M; man 
ziehe die 6Strablen ME, MC, MB, MA, MD, MF'; so bilden diese be- 
kanntlich eine Involution von 6 Geraden. Herr Prof. Plücker ( Aunalyt. 
geometr. Entwicklungen Fhl. 2. S. 185) giebt folgende Erklärung: 

„Drei Paare von geraden Linien, von denen jedes Paar mit zwei ge- 
gebenen geraden Linien vier Harmonicalen bildet, bilden unter sich 
eine Involution von sechs geraden Linien.” 

Da nun MA und MB ein zugeordnetes Paar harmonischer Strah- 
len zu Ma und Mb und eben so MC und MD ein Paar zugeordneter 
harmonischer Strahlen zu Ma und Mb ist, so muls auch ME und MF' 
ein Paar zugeordneter harmonischer Strahlen zu Ma und Mb sein. 

Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, denke man sich 
die Puncte, in denen die Gerade Peca in ihren versehiedenen Lagen die 
drei Diagonalen trifft, unterschieden durch (e’, e’, a‘), (e", c", a") ...., 
so dals die Puncte e, e/, e’ „... einer Diagenale angehören. Da bewie- 
sen ist, dals die Puncte 5, f, d in einer Geraden liegen, und eben so 
die Puncte 5’, f’, d’ in einer neuen Geraden, und da offenbar (System. 
Entw. d. Abhäng. S. 38) die Geraden EF, CD, BA in den Puucten 
ee, el ern, CC, ee, a, a’, a .... projectivisch geschnitten wer« 
den, so braucht nur bewiesen zu werden, dals die beiden Reihen von 
Puncten E, e, e', e''.... und F, ff, f .... als die entsprechenden 
Puncte zweier projectivischen, ungleichliegenden Geraden zu betrachten sind, 
welche dergestalt auf einander gelegt sind, dafs m E und F' zwei Paare 
entsprechende Puncte vereinigt gedacht werden. Man bezeichne mit m 
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die Mitte zwischen E und F), so kann »2 betrachtet werden als derjenige 
Punct der Geraden, deren. Puncte E, e, e‘, e'’.... sind, welcher dem 
unendlich entfernten Puncte der Geraden, deren Puncte F, f, f, f” -... 
sind, in der projectivischen Beziehung der beiden Geraden zu einander 
entspricht. Aehnlicherweise kann ın betrachtet werden als derjenige Pnnet 
der Geraden (F, & f', f --..), welcher dem unendlich entfernten Puncte 
der Geraden (E, ee’, e''....) entspricht. Nun ist klar, dals (m #')’ = 
(mn E}’ =me.mf=me.mf'—= me".mf"....w. z. b. w. 

Lehrsatz 25. Ein vollständiges Viereck von vier Puncten A, 3, 
C, D (Fig. 11.) hat drei Paare gegenüber liegende Seiten (oder Diagonalen) 
AB und CD, AC und DB, AD und CB, die einander respective in den 
Puncten a, 5, c schneiden. Zieht man aus irgend einem Puncte p nach 
jenen Puncten 4, b, c die Geraden pa, pb, pc und bestimmt hierauf bei 
jedem Puncte («, 5, c) die entsprechende vierte harmonische Gerade «ag, 
bg, cgq, d.h. eine solche Gerade, dafs die durch denselben Punct gehenden 
vier Geraden (z.B. aA, ap, aD, ag) ein harmonisches System bilden 
(d.h. dafs sie jede Gerade, welche sie schneiden, harmonisch theilen): so 
treffen diese drei Geraden «7, dg, cg einander allemal in irgend einem 
Puncte 9; und ferner: bewegt sich der Punct ? in irgend einer Geraden, 
so beschreibt der Punct g irgend einen Kegelschnitt, der allemal durch 
die drei Puncte a, d, c geht; und auch umgekehrt. 

Beweis. (Siehe Band III. Taf. II. Fig. 11.) Aehnlicherweise wie 
beim 24sten Lehrsatze kann bewiesen werden, dals, wenn cy der dem cp 
zugeordnete harmonische Strahl in Bezug auf ceB und c A, und 5y der dem 
bp zugeordnete harmonische Strahl in Bezug auf &U und BD ist und man 
durch ? und g eine Gerade (M) legt, dals dann diese Gerade (M) (weiche 
die 6 Geraden eB, c A, bC, bD, aA, aD in 6solchen Puncten schneidet, 
welche eine Involution von 6 Purneten bilden ) von den Strahlen «A und 
aD in zwei Puncten geschnitten wird, welche zwei zugeorduete harnıo- 
nische Punete zu den Puncten p und g sind. 

Ebenfalls auf ähnliche Art wie zu Lehrsatz 24. kann gezeigt wer- 
den, dals, wenn » auf einer Geraden fortrückt und in seinen verschiede- 
nen Positionen mit p/, P.«... und der dem p entsprechende Punct g mit 
G, Ye... bezeichnet wird, die beiden Gruppen von Strahlen aA, ap, 
ap', ap cs... und aD, ag, ag‘, ag .... als die entsprechenden Strahlen 
zweier projectivisch ungleichliegender Strahlbüschel betrachtet werden kön- 
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nen, welche dergestalt auf einander gelegt sind, dafs in den Strahlen «A 
und @2) zwei Paar entsprechende Strahlen zusammenfallen. 
Anmerkung. Die Punctenpaare e und f, e’ und f’, e’ und pH 


seien drei Paare zugeordneter harmonischer Puncte zu zwei gegebenen 
Puncten £ und F, so ist 


1 1 1 
Er P Ef  — Ee + Er 
Hieraus folgt 
u LT ef! _ Ee.Ef‘ 
SET BEI AFT ERR! 
Aehnlieherweise ergiebt sich: 
ee!__Ee.Ee! efl_ EBe.Efl ee _ BeEl ef" __Ee.Ef 
TUT ER.EST? FT Een Ef? FAT ER EFIrY FT Benif' 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich die Uebereinstimmung der Erklärung 
des Herrn Professor Plücker (Anualyt. geom. Entw. Thl. 2. S. 185) mit 
der gewöhnlichen Definition einer Involution von 6 Puncten. 

Insbesondere beweisen diese Gleichungen die Richtigkeit der von 
Herrn Chasles (Apergu historique sur Torigine et le developpement des 
melhodes en geomelrie p. 318) gegebenen Erklärung: 

„Sir points, qui sont conjugues deux a deux, sent en involution, 
quand quatre d’entre eux ont leur rapport enharmonique egal ä 
celui de leurs conjuques.” 

Ein Viereck, dessen gegenüberstehende Seiten A und 4’, B und B’ sind, 
sei in einen Kegelschnitt eingeschrieben. Irgend eine Transversale, welche 
den Kegelschnitt in den Puncten e und c trifft, treffe die Seiten des Vierecks 
in den Puncten @ und«‘, d und Ö’ (d.b. die Seite 4 im Puncte @ u. =. f.). 
Denkt man sich (nach System. Entw. d. Abh. etc. S. 139) den Kegelschnitt 
durch zwei projectivische ebene Strahlbüschel, deren Mittelpuncte im 
Durchschnitt von A und 3° und von A’ und B sind, erzeugt, so folgt 

ac,ad _ bc bei 
De’Wa tn de’ af”? 
Auf diesem Wege wird, gemäls der Erklärung des Herrn CUhasles, mit 
Hülfe projectivischer Eigenschaften der bekannte Satz von Desargues be- 
wiesen: (Poncelet Traite ete. p.95) 
„Un quadrilatere etant inserit a une section conique quelcongque, 
ioute transversale determine, par ses intersections avec la courbe ei 
les cötes du quadrilatere, sir points qui sont en involution.” 
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11. 
Theorie der symmetrischen Funetionen der Wurzeln 


‘einer Gleichung. Allgemeine Sätze über Congruenzen 


nebst einigen Anwendungen derselben. 


(Von Herru Theodor Schönemann zu Berlin. ) 





$. 1. 
Liehnsatz. Bezeichnet @ irgend eine ganze Zahl, und 5,, d,, D,, - 

. b,_, die kleinsten Reste, welche die Zahlen O5, 15, 22, .... (a—1)b 
durch a getheilt lassen, so werden diese alle von einander verschieden 
sein, wenn 5 keinen gemeinschaftlichen Theiler mit « hat; denn wären 
irgend zwei jener Zahlen, deren Indices y und 1 sein mögen, gleich, also 
b,=b,, so mülste vv—ub= b(v—u) durch « aufgehen, welches offen- 
bar nicht möglich ist, da & zu « relative Primzahl ist, und v—« kleiner 
als @ ist und nicht O sein kann, da v von u verschieden ist. Da also 
sämmtliche Reste d,, d,, d25 »... d,_, von einander verschieden sind, und 
es nur die a verschiedenen Reste 0, 1, 2, 2... @—1 giebt, so folgt, dafs 
jene Zahlen mit diesen, wenn auch in anderer Ordnung übereinstimmen 
werden. Hätte nun aber 5 mit « einen gemeinschaftlichen Theiler, und 


bezeichnet man den grölsten gemeinschaftlichen Theiler beider Zahlen durch 


b 9 b b 


ö, so werden die Reste der Zahlen 0.2, 1.55 2 zyrr.. a—1.z 


wieder mit den Resten 0, 1, 2, .... a—1 übereinstimmen. Denkt man 


sich diese Zahlen aber als Reste nach dem Divisor 5; so ist klar, dafs 


die Reste der Zahlen oz, 1.3, .... (+—1)3 mit den Zahlen 0, 1, 
a 


Yusre zmi übereinstimmen und dafs diese Zahlen in den Resten der 


b b 3 : 
Zahlen 0.2, 1.5; 2.3 er... a—1.,,, ö mal enthalten sein werden. 


$. 2 
Betrachtet man jetzt die Gleichung x°—1 = 0 und bezeichnet 
eine primitive Wurzel derselben durch &, so kann man bekanntlich die 
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sämmtlichen Wurzeln jener Gleichung durch ua’, «', a’, .... a’ dar 
stellen. Die dten Potenzen dieser Wurzeln, werden folglich durch «-?, 
1.5 


a’ 2... a? dargestellt. Hat mun 5 mit a den grölsten gemein- 


schaftlichen Theiler ö, so kann man jene Ausdrücke auch so schreiben: 
0.2 .. wi Rn. 
) ’, (a) °, (a) ®, 2... (a) °. Nun wird aber a? selbst eine 


oO 


- 


primitive Wurzel der Gleichung x’—1=0 sein, und die Zahlen 0. u 


b . . 
1 + sr. 41. werden, durch 7 getheilt, ö mal die Reste 0, 1,2, ... 


107 


b 
. Fr 0. “ 
ie — 1 erzeugen: also werden die Ausdrücke («?) Me (a) , 


n» 6 um] . b 
N) rer d, Ö mal die sämmtlichen Wurzeln der Gieichung 
x°—1==0 enthalten. Die Gleichung für die dten Potenzen der Wurzela 


a 


der Gleichung # —1=0 wird also unter der Form lö)0 auf- 
treten. Die Coefficienten dieser Gleichung werden folglich ganze positive 
oder negative Zahlen, oder O sein. Ich behaupte nun, dafs jede symme- 
trische Function der Ausdrücke «’, «', .... a! sich ak ganze Function 
soleher Coefficienten, folglich als ganze pesitive oder negative Zahl oder 
auch als O wird darstellen lassen. 

Um jedes Milsverständnils zu vermeiden, bemerke ich, dafs ich 
hier und für die Folge unter einer ganzen Function gegebener Ausdrücke 
eine ganze in ganzen Zahlen ausgedrückte rationale Function dieser Aus- 
drücke verstehe. 

Bevor wir nun zu dem allgemeinen Schlufs übergehen, auf dem 
unsere Aussage beruht, wollen wir eine allgemeine Bezeichnung für sym- 
metrische Functionen gegebener Elemente einführen. 

Eine symmetrische Function von m Elementen, die aus lauter ein- 
zelnen Producten zusammengesezt ist, in denen n verschiedene Elemente 
vorkommen, von denen das erste in die c,*, das zweite in die 6,", .... 
das r" in die c, Potenz erhoben ist (und jede symmetrische ganze Fune- 
tion ist bekanntlich ein Aggregat solcher Functionen), bezeichnen wir durch 
le, &....€,]; so dafs also z.B. für die Elemente o, ß, y, Ö' die symme- 
trische Function aß Y’ +aßP$? + ayP+ay? Haß +ady+Lya+LByG? 
+BIR +HLIY HYIa?+yYöR? durch [1,1,2] dargestellt wird. Fallen jene 
m Elemente mit den « Ausdrücken «a, a', .... a’! zusammen, so wird 
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a 3 
sich der Coefüicient von x°” in der Entwicklung von (1) durch 
(—1)" [b, d,.... d,] darstellen lassen, ww =b, =b,=....=b, ist. Dies 


a ö 


folgt unmittelbar aus der Identität der beiden Ausdrücke Pe 7ER 1) und 
Kara)... (ru), 

Der oben ausgesprochene Satz wird nun auch in dem allgemeine- 
ren und wichtigeren Satze enthalten sein, dafs sich jede symmetrische 
Function [e, €&,....0,] als ganze Function anderer symmetrischer Functio- 
nen, die durch lauter gleiche, in Klammern eingeschlossene Zahlen ange- 
deutet werden, ausdrücken lüfst. Von diesem Satze möge man sich erst 
an einigen, leicht zu verfolgenden Beispielen überzeugen, nemlich: 

») 18,53] = [8] [5]13] — T13,3] — 111,5] — [8,8]. Es ist aber 
[13,3] = [13][3] — [16] und [11,5] = [11][5] — [16], folglich 

[8,5,3] = [8115113] — [8,8] — [13] [3] — [1111514 2116]. 
2) [8,83] = [8,8113] — [11,8]; [11,5] = [11][5]) — [19], also 
[8,8,3] = 18,8][13] — [1118] + [19]. 

3) 583,3] = [8 8113, 3] —T11,8,3] — [11,11]; [11,8,3] = 
[111 18] 3] — 119,3] — [44,8] — [11,115 [19,3] = {19 [3] — 122]; 
[14,5] = [14] [8] — [22], folglich 

[8,8,3,3) = [8,8133] — [11] [8113] + [19] 13] + 1418] — 2122]. 

Betrachten wir nun die allgemeine symmetrische Function [e; €; ....C,], 
welche von der Beschaffenheit sein mag, dafs von den Zahlen €, &, .... €, 
eine Anzahl ü gleich «,, eine zweite Anzahl y gleich ß,, eine dritte An= 
zahl g gleich Yı ete. wird. Setzt man =, =W=...=d,, 
Bee. ee ß, yaylı... = y, und bildet das Product 
[a 02 +...) [Pı ar.» +-B,] Wı ya... 1%] ete., so wird dies offenbar aus 
aus [C,€2....€C,] und anderen symmetrischen Eunctioren bestehen, deren 
einzelne Summanden jedoch nur eine geringere Anzahl von Kiementen 
enthalten kann als » andeutet. (Wesentlich ist es auch, hierbei zu bemerken, 
dals |c, C2. +... C,] nur einmal in diesem Product als Summand vorkom«- 
men kann.) Wir erhalten demnach [a, & ....0,1 [Bı Ba ++ +- R,] Iyı Ya »-.. %Y] 
= [c, &-....0,] +23, wo Z ein Aggregat einfacher symmetrischer Pane- 
tionen bezeichnet, in deren einzelnen Summanden weniger als n verschie. 
dene Elemente auftreten, Demnach ist 

[e, € +... €] = [16 .... 0,1] TR: Br... B,] MY- +11 23; 
und da man jede einzelne Function, die in 3 enthalten ist, wieder ähn- 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. HR. 3, 31 
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lich wie [c, €... €,] transformiren kann, so ist klar, dals [c, e,....c ] zu- 
letzt als Aggregat von Producten hervorgehen muls, deren jedes aus sym- 
metrischen Funetionen besteht, die durch gleiche eingeklammerte Zahlen 
augedeutet werden. 

Setzt man nun die Wurzeln der Gleiehung 2° —1==0 als Elemente 
der symmetrischen Functionen, so werden die, durch lauter gleiche in 
Klammern eingeschlossene Zahlen angedeuteten Funetionen mit den posi- 
tiven oder negativen Goeflicienten der Gleichungen für die ganzen Poten- 
zen der Wurzeln der Gleichung x&°—1 == 0 übereinstimmen, folglich nach 
dem Vorhergehenden ganze Zahlen sein; und da sich ferner jede ganze 
symmetrische Function jener Wurzeln als ganze Function dieser Zahlen 
entwickeln lüfst, so folgt, dafs diese Function selbst durch ganze Zahlen 
oder 0 werde darstellbar sem. 


$. 3 


Aufgabe. Wenn eine Gleichung vom ten Grade x" --a, x" 
+ 8x" + ...%+ 0a, = 0 vorliegt, eine andere Gleichung aufzustellen, 
welche die pten Potenzen der Wurzeln der vorliegenden Gleichung als 
Wurzeln enthält; vorausgesetzt p bedeute irgend eine ganze positive Zahl, 
Gesetzt es wären d,, d2, «...d,„ die Wurzeln der vorliegeuden Glei- 
chung, also "+, "+," +... t+a,= (2—b) (2 —b;) ...(2 —b,), 
so erhielt man die verlangte Gleichung, indem man das Product 
(er — BR) (ar — 63) 0... (PP) entwickelte, dies gleich O setzte und für 
x’ irgend eine andere Unbekannte z einführte, Bezeiehnet nun @ eine 
primitive Wurzel der Gleichung « —1 = 0, so: ist bekanntlich «? — b = 
(e—b)(x — bu) (ae —baR)....(ea—buP'), Werden auf diese Weise sämmt- 
liche Factoren zerlegt, so geht das Product (x? —d})(z?’— 5?) .... (a? —dP) 
ia folgendes über: 
(2—b,) (c—b,) (e—b,) ..(2—b,): 
(x —b, a) (x —b,u) (2c—b,0) ....(2—b,0). 
(2-—b,u)(2—b,0) (2 — bu)... —b,0). 


(br \c—b,ar) z—b,0P))....(e— bar). 
Jedes der p Producte, die in einer Horizontalreibe enthalten sind, kann 
man leicht durch die ursprüngliche Gleichung und durch «& darstellen. Man 
erbält dann das obige Product durch 
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x’ + 92" + 9, 2&”""+....+0a,). 
("+ max" tax” "+... +a,d"). 
("ta 00" + a,0'x0"” ” ...+4,0”). 
@ er or 2,0 ar 4 PR rat ar) 
ausgedrückt. 

Betrachten wir nun den Coefficienten irgend einer gten Potenz von 
%, 80. besteht dieser offenbar aus einer Summe von Gliedern, deren jedes 
einzelne ein Product aus den verschiedenen Coefficienten der ersten Glei- 
chung, ist, die keiner andern Beziehung unterworfen sind, als dafs ‘die 
Summe ihrer Indices gleich pn —g ist, und aus einer symmetrischen 
Function der Ausdrücke 1, &, &, .... aP”', welche wir im folgenden $. 
näher untersuchen wollen. Hier bemerken wir nur, dafs diese symme- 
trische Functionen sich nach $. 2. werden durch ganze Zahlen darstellen 
lassen, und dais der Coefficient von x? verschwinden müsse, wenn g nicht 
durch p aufgeht; denn in der Entwicklung von (z?’— 5) («?”— DR). ...(2”— 6b?) 
kommen nur Potenzen von x vor, deren Exponenten Vielfache von » sind, 
Bezeichnen wir nun die Coefhicienten für die pten Potenzen der Wurzeln 
der ursprünglichen Gleichung durch @,, @&,, 43,5 »..- &,n, 80 folgt, dals 
dieselben ganze Functionen der Coefficienten der ursprünglichen Gleichung 
sein werden. . Aus $. 2. folgt noch, dals sich jede symmetrische Function 
der Wurzeln der ursprünglichen Gleichung als ganze Function der Grölsen 
Aypy Upy +++ Ay (Wo p verschiedene ganze Zahlen bedeuten kann) aus- 
drücken läfst; daher folgt, in Verbindung mit dem Vorhergehenden : 

dals sich jede symmetrische ganze Function der Wurzeln einer Glei- 
chung als ganze Function der Coefficienten dieser Gleichung ausdrük- 
ken läßt. 

Zusatz. Bedeuten a, @,, »... a, ganze Zahlen, oder 0, s6 wer« 
den sich auch @,,, 0,5 »..« @,, durch ganze Zahlen oder O ausdrücken 
lassen. Diesen Satz hat Gaufs in den Disg. Arithm. $. 338. ohne Be- 
weis angemerkt. Wir können noch hinzufügen, dafs sich dann jede sym- 
metrische ganze Function der Wurzeln der Gleichung durch eine ganze 
Zahl oder O darstellen lälst, 

$. 4. 

Wenden wir uns jetzt zur Untersuchung des CGoefficienten irgend 
einer ten Potenz von x:in der Entwicklung des Products 

 ) de 
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("+ a2" ©x""+...+a,). 

(’+aa&"' aux"... +0"a,)s 

(" +aWx” +0” 2" ...+0,0”). 

"tat LP Dar L...+a,aP””). 

Dieser besteht aus einer Summe von Gliedern, deren jedes ein Produet 
aus den verschiedenen Coefficienten der ersten Gleichung ist, multipli=- 
eirt in eine symmetrische Function der Ausdrücke «, a‘, &, .... a", 
Stellen wir nun das Product der Coefhicienten durch @,, @a, Aa, ++» -» Qe,_, 


dar, wo also u ta, -+a,+....0,., = pn—q ist und alle Zahlen a klei- 
ner als n, aber positiv oder O sind, (a, bedeutet den Eoefficienten von x” 


also 1): so können wir die symmetrische Function von @, a, „u... a, 
die in jenen Ausdruck noch multiplieirt werden mufs, durch 
SuMo tler +20:+....(p—1)a 4 
ausdrücken. Die Summe wird hervorgebracht, wenn man alle mögliche 
Vertauschungen unter den Zahlen a, Ai, ««-« A, macht, während die 
Zahlen 0, 1, 2, .... p—1 ungeändert bleiben, jedoch so, dafs die Ver- 
tauschungen der gleiehen Elemente a unter einander, indem die übrigen 
ungeändert bleiben, nur für eine zählen, und dafs man dann sämmtliche 
Potenzen von a, die auf diese Weise hervorgebracht werden, addirt. Dies 
folgt aus der Bildungsweise eines Products, Da nun in der Entwicklung 
des obigen Products der Coefficient einer gten Potenz von x durch 
E00, Ma, +... da, Mo tlat plan; 
tat t+:...01 = pn—g 

dargestellt wird, und verschwinden muß, wenn +++... +a,, 
nicht mit 9 aufgeht, die Grölsen %,;, Ua,, Ua,y +++» da_, mögen be- 
schaffen sein wie sie wollen: so folgt hieraus der für die folgende Un- 
tersuchung wichtige Satz, dals Zaotlat....p—1-0 gelbst O sein werde, 
wenn 0,44, +... a,_, nicht mit p aufgeht. (Auf anderem Wege hat schon 
Meier Hirsch diesen Satz im $. 95. seiner Sammlung von Aufgaben aus 
der Theorie der algebraischen Gleichungen, Berlin, 1809, bewiesen.) 

Wenden wir uns nun zur Bestimmung von Zar tie Hat... pl.0n, 
für den Fall, wo + +n.+....-+n,_, mit p aufgeht. Ich bemerke 
zuerst, dals man diese Summe auch bilden könne, indem man alle mög- 
lichen Vertauschungen unter den Elementen a,, Aıy +++» A-ı Yornimmt, 
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so als wenn alle diese Zahlen a unter einander verschieden wären, und 
hersach die erhaltene Zahl durch 1.2.3....u.1.2.3....v.1.2.3....0 etc. 
dividirt, wo %, v, e etc. bezeichnen, wie viele von den Elementen a als 
unter einander gleich zu achten sind. Denn es ist offenbar, dafs durch 
die obige Annahme, alle Elemente wären ungleich, statt jedes einzelnen 
Ausdruckes 1.2.3....%.1.2.3....v.1.2.3....0 etc. gleiche Ausdrücke gesetzt 
worden sind. 

Wir werden also im Folgenden unter Sa t!at....r—1-.0, die- 
jenige Summe verstehen, in der bei der Bildung auf die Gleichheit meh- 
rerer Elemente a keine Rücksicht genommen worden ist; wir haben mithin, 
um auf die frühere Bedeutung des Ausdruckes zurückzukommen, den erhal- 
tenen Ausdruck dureh 1.2....1.1.2....v.1.2....g eto. zu dividiren. Kom- 
men nun unter den Zahlen ay, Ay Aay +... A»; p—n Zahlen vor, die 
mit p aufgehen, und bezeichnen wir die übrigen durch a,, A235 =: dus 
so wird Zaotlat. 1-9 — 41,2.3....n2ahtıtitte int, wor 
den, so dafs man den Ausdruck auf der rechten Seite erhält, wenn man 
sämmtliche Zahlen O, 1, 2, .... ?—1 zu 2 combinirt, dann permutirt 
und sie an die Stelle der £ setzt. Denn es ist klar, dafs man auch 
Su%+tia+20+-- „p—1.aı erhalten werde, wenn man die Zahlen a, üı; 
A2y »+. A, als fest betrachtet und die Zahlen 0, 1, 2, .... a—1 per- 
mutirt, da durch beide Operationen derselbe Effect erreicht wird, nämlich 
alle die Verbindungen aufzustellen, die man erhält, wenn man immer 
eine der Zahlen au, Aıy »»+« A,_, mit einer der Zahlen 0, 1, .... p—1 
verbindet. Dafs die zweite Bildungsweise aber auf den Ausdruck 
1.2.3c.nBarı fı ta aha Enz führt, ist einleuchtend, und zugleich auch 


hieraus, dafs in jedem einzelnen Ausdrucke at» %Tt....5.% alle Zah- 
len & verschieden sein müssen. 


Aus dem Vorhergehenden folgt nun, dals Zar ı tFadst.... +20, 
O sein werde, wenn ,+0+0+...+-a, nicht mit p aufgeht. Geht 
4, +0+:....+a, mit p auf, so sei ++ ....+a, = mp, oder 
u Z=EMPp—u—h—e..—a,., folglich 

et Et ln En) 

Bezeichnen wir nun &,—£, durch 3, &—£, durch 2,5 .... u—E£, 
durch z,_,, so wird keine der Zahlen z mit p aufgehen können, weil 
sämmtliche Zahlen £ kleiner als x und unter einander verschieden sind. 
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Aus dem letzten Grunde werden auch sämmtliche Zahlen = unter einan- 
der versehieden sein; denn wäre 2, —2,=0, so wäre auch &,— & —=(, 
Liegt nun irgend ein Ausdruck 3, #m%+.... 0-1 2%,_ı vor, wo die Zah- 
len = alle unter einander verschieden und der Reihe 1, 2, .... p—1 ent« 
nommen sind, so kann man aus solchem Ausdrucke p verschiedene Aus- 
drücke von der Form 4,4, -+ &0-+ ....+ &;a, bilden, für welche sich die 
Werthe von &£ aus den unbestimmten Gleichungen 
z„—=d—{f . mm n—& „» = =u—& garen, ER 

ergeben, die ofllenbar p Systeme von Lösungen haben, welche man er- 
hält, wenn man statt &, der Reihe nach 0, 1, 2, ....p9—1 setzt. : Es 
braucht kaum erwähnt zu werden, dafs man für die Werthe von %, 
die hiernach einen negativen Wertn erhalten, die positiven Zahlen setzen 
kann, welche man erhält, wenn man zu ihnen p addirt. Ferner ist klar, 
dafs aus zwei verschiedenen Ausdrücken in z durchaus auch verschiedene 
Ausdrücke in £ entstehen müssen. Woraus denn folgt, dafs man; aus 
sümmtlichen Ausdrücken 4% + »32 ++... M_ı%,., nach obiger Weise 
sämmtliche Ausdrücke ,&5, + %&+....+a,£, einfach bilden kann. Hier- 
aus schliefsen wir nun, dals Ba Cıt?2 dat +... 5.9, — part t2300t nn 
sein werde. Denn damit die durch z ausgedrückte Summe in die durch 
£ ausgedrückte übergehe, muls jeder Ausdruck in ihr mit p vervielfacht 
werden. Die Aufgabe besteht also jetzt darin, Sant». +. ner zu 
entwickeln; we für z nur die Werthe 1, 2, 3, .... p—t eintreten dür- 
fen. Um dies auszuführen, wollen wir im. Allgemeinen die ‘Summe 
Zar tale tere ömfm durch ©, und die Summe Barıtıt dat. amen 
durch © bezeichnen; wir bezeichnen ferner die Summe der Ausdrücke, 
die man erhält, wenn man in. (,„ der Reihe nach eine der Größsen a ver- 
schwinden läfst, durch SC,„_, , die Summe der Ausdrücke, die man erhält 
wenn man je zwei Grölsen a in C,, verschwinden lüfst, durch S’C,_., 
und allgemein die Summe der Ausdrücke, die man erhält wenn man in 
C,„ je n Größen a verschwinden läfst, durch SC,_,. Eben so bezeich- 
nen wir die Summe der Ausdrücke, die man erhält, wenn man je n Zah- 
len a in EC’ verschwinden lälst,: durch SC’_. So ist z. B. 


c, u BZarıftı Yattz,a 
N di 1 — Bu: ar I Zah a, +2;0, +B3arıt+%0 und 
St AR — Zarttı LB30H® L Bat, 
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Zuerst findet man nun leicht aus der Bedeutung der Ausdrücke 
C,=0,—SC,_.. SC,_; besteht aber aus »n einzelnen Ausdrücken von 


der Form 'C._, , wo durch den Index links angedeutet werden soll, dafs eine 
bestimmte Zahl a, unter denen a,, 02 5, +++» A, in Ü„ gleich O gesetzt sei. Man 
findet aber wie vorher 'C._,='0,,—S'C._,. Es besteht aber S’C,_, 
aus m—1 Ausdrücken. Lälfst man diesen Ausdruck S'C,_, aus C,, auf 
mfache Weise entstehen, indem man nämlich der Reihe nach a,, dann a, etc. 
gleich O setzt, und addirt diese sämmtlichen m.m —1 Ausdrücke, so ist klar, 
dafs in jedem einzelnen Ausdrucke zwei Zahlen a fehlen und dafs ferner diese 
Ausdrücke zusammen in Bezug auf die Grölsen a symmetrisch sind. Hier- 
aus schlielst man, dafs jene m.m—1 Ausdrücke ein Vielfaches von SC,,_, 
m.m—1 
2 
besteht, dafs die Summe jener m.m—1 Ausdrücke 2S C,,_; ist. Setzt 
man nun die Gleichung 'C,_, = C,,— S'C,_, auf alle mögliche Weise 
zusammen, indem man 'C,,_, aus C,, auf alle Arten entstehen läfst, und 


addirt diese Ausdrücke sämmtlich, so wird man offenbar SC,_, = 
SC, —1.28C,_, erhalten. 


Betrachten wir nun im Allgemeinen SC, „, so. wird dies aus 


m.m—1.m—2...m—n+1 
1. Een 


der dieser Ausdrücke nach der angegebenen Art zerlegt, giebt eine Glei- 
chung von der Form 'C,_, = C,_.—S'C._,._ı. Addirt man alle diese 
Gleichungen, so mag das Resultat der Operation durch 3 'C,_, 
3 0,n—: C,_,_ı bezeichnet werden. Es ist aber offenbar 3'C._,= 
SC._., ZC,_.= SC,_, und 3'C,_,_, ist ein Vielfaches von SC: 
denn in jedem einzelnen Ausdrucke kommen nur m—n—1 Elemente a 


vor, und die Summe aller Ausdrücke ist auch in Bezug auf die Elemente 
‚m—1....m—n-+1 
1.23...n 

Ausdrücken von der Form 'C,_,_. bestehen, SC,_._, hingegen nur aus 


m.m—A....m— 


1.2.3...n+ 
m! ‚m—1.m—2....m— EoBienäbesr i 1m’ „ 
PA AB 7 5 in unsern eu "Hose, =(@aH)Sc 


Bir m.m—1....m—n m-n-1 
folgt. Setzen wir diesen Ausdruck in die obige Gleichung, so erhal- 


sein müssen, und man findet leicht, da S’C',_, nur aus Ausdrücken 








Ausdrücken von der Form 'C‘;_, bestehen. Je- 


| 


. in! . 
Ay QA2y vs» Am Symmetrischh & C,,_„_ı wird aus er 





M-—N 





- Ausdrücken, woraus in Verbindung mit dem Vorhergehenden 
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ten wir ganz allgemein SC,.„.—= SC,„—(n+1)SC,;_,_,. Giebt man 
nun dem ” der Reihe nach die Werthe 0, 1, 2, .... m —1, so erhält man 
folgende Gleichungen : 


„= (C,—S0'_; 
SC._, = SC, —2SC,_; 
2.SC,.,. = 2890,.,— 2300, ;; 
2.380, = 2.380,4,—2.3.48SC,_, 


2. 3 MM — 2 ° SC,- (m—2) == > a. Bi m— IS C_(m-2 —23..m—1 s S ee C) 
Substituirt man diese Werthe nach einander in die erste Gleichung, so 
erhält man 


= u —SC,.1,+2S0,2—2380,,423480,u—.. 
.. (—1)"2.3..,m —1SC. 
SC, besteht aus m Ausdrücken von der Form 3a“; jeden solchen Aus- 
druck kann man aber in Z«@“°—1 transformiren, woraus dann schliefslich 
6. = &—80,., 72850... 2380. 4 


(172.3... m —1 SC, + (—1)"2.3....m 
folgt. 


So hätten wir nun jede durch die z ausgedrückte Summe auf einen 
durch die £ bestimmten Ausdruck reducirt. Sind nun die Zahlen a,, 9; 
üyjy ++.» A, von der Beschaffenheit, dafs nicht etwa eine gewisse An- 


zahl von ihnen, die kleiner als » ist, mit p aufgehen kann, so werdeu 


RER RIED INT 3 Y ’ 
die —- a er Ausdrücke, aus denen SC, _„ bestebt und die 





sämmtlich von der Form Zafıfı +43: Fer. mn im-n sind, dem Früheren 
zufolge, verschwinden. Da nun hierdurch auf der rechten Seite alle Ausdrücke 
aufser dem letzten verschwinden, so erhält man für diesen Fäll C, = 
(— 1)" 2.3... 7. 

Ist aber „+, +0, + :...-+a, durch p theilbar, so folgte 
zart rn C,_,; mithin für den zuletzt erwähnten Fall 
zart taten (— 177719.1.2.3....0n—1. Sind indessen die 
Zahlen a, Aa, ».., a, von der Beschaflenheit, daß eine kleinere An- 
zahl von ihnen, als n, mit 9 aufgehen kann, so werden nicht wie vorhin 


alle Ausdrücke der Entwicklung von C,._, verschwinden, wohl aber ge- 
gewils der erste C„_.,, weil y+a-+-....+0,_, nicht mit p aufgehen 
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kann, da a,+@,+....ta, durch p aufgeht und a, nicht durch p aufgeht. Aus letz 
terem Grunde wird auch C,, also auch immer das vorletzte Glied der Entwick- 
lung verschwinden. Es wäre nun möglich, dafs einige Ausdrücke in SC, ._ı 
nicht verschwänden, wenn nämlich die Summe zweier Zahlen a mit p auf- 
singe; alsdann könnte man aber auf jeden dieser Ausdrücke die Entwicklung 
Cay= = p Cn =yp [Ua —C n—3) 1 +? Gas _? enden. Con 
mülste nun wieder verschwinden, und es ist überhaupt ersichtlich, dafs, 
wenn man den Gang der Operation gleichmülsig fortsetzt, die Bestimmung 





von C„_., zuletzt nothwendigerweise auf solche Ausdrücke Zu: atrasıt.. 
wird reducirt werden, in welchen keine kleinere Anzahl Elemente a als 
unter dem Summenzeichen vorkommt, durch p aufgehen und folglich nach 
dem Vorhergehenden berechnet werden kann. Aehnlich kann man bei 
den folgenden Ausdrücken verfahren, Zweckmälsiger würde es aber sein, 
die Rechnung umgekehrt zu ordnen und mit der Bestimmung der letz- 
ten Glieder der Entwicklung anzufangen. Die so erhaltenen Ausdrücke 
könnten dann auch zugleich zur Bestimmung der vorhergehenden dienen. 

Zur Erläuterung des Gesagten diene folgendes Beispiel. Es sei y—=7 


und es handle sich um die Bestimmung von Su tt t44+ 5.468, 
so wird dieser Ausdruck = 78a t?»+32:+45,452 goin, Fg ist übri- 
sens nach dem Vorhergehenden ganz gleichgültig, welche der Zahlen ds 
also hier der Zahlen 1, 2, 3, 4,5, 6, die in der durch die £ ausgedrückten 
Summe vorkommen, man in der durch die z ausgedrückten Summe aus- 
läfst. Es wird daher Zatfıt +35 +4,4+5% —_ 73 41° +25 +32, +42,+52, 


— 780.22: +35,+4,+6% — ete, sein. 


Es ist aber Salt ?t3s +4,45 — CO und 
C,;,= 0,—SC,+1.280,—1.2.3SC,+1.2.3.480,—1.2.3.4.5. 


Nun it SO, =0, SG = Samıt: +3 rt: =27[C, —1]= —27, 
win ee dieser Summen ist einzeln gleich —7. SU —= Zul tiistis: — 
70, = 706,—C+1.2) also SC, = 17.2. 

Ferner ist SO, = 2a Pr tr 70) = 7 0,—SC,-ISC.—. 3) 
Es ist aber hier SC, =0, SO —= Baorıtda — —7, nach dem Öbigen: 
folglich SC, = 7[7.—2.3]; ©, aber ist 0. Mithin geben diese Werthe, 
in die obige Formel substituirt, 

— [7(7—2.3)] + 1.2(7.9—1.2.3(—2.7)—1.2.3.4.5; 
Cre!te’s Journal d. M. Bd. XXI. Bft 3, 32 
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und folglich 


Bet 7 [7 (7 23)+1.2.7241.232.7—12345] 


— 35. 

Bei der Bestimmung der Coefficienten der Gleichung für die pten 
Potenzen der Wurzeln der ursprünglichen, hat der Coefficient der (n—-1)ten 
Potenz der Unbekannten z, oder, nach obiger Entwicklung, der CGoeffcient 
von x""P, ein besonderes Interesse. Dieser drückt nämlich bekanntlich 
die negative Summe der pten Potenzen der Wurzeln der ursprünglichen 
Gleichung aus, und die einzelnen Glieder desselben lassen sich allgemein 


bestimmen, Der allgemeine Ausdruck eines solchen Gliedes ist nach dem 


Vorigen @e, Qa, Ua, +++. da, BEE en dl 1 wo aot+a+ Arere+fl,—ı 
=p ist. Da alle Zählen. a positiv sind, so müssen mehrere gleich O wer- 
den, wenn nicht jede = 1 ist. Werden nun p—m Zahlen a gleich 0, 
und bezeichnet man die übrigen durch a,, dr, Az3y «+++ An; So wird der 
obige Ausdruck folgende Gestalt annehmen: 

rn 


Macht man unter den Grölsen £ sämmtliche Variationen, ganz ab- 

gesehen davon, ob mehrere der Zahlen a gleich werden, so ist 

Zar tıt at mm HC, — SC... D"12.3....m—1]. 
Da aber +9 -+....0,=p ist, so ist klar, dals die Summe einer ge- 
ringeren Anzahl von Elementen a, als p anzeigt, nicht durch » aufgehen 
kann; folglich sind alle in den Klammern befindlichen Ausdrücke, außer 
dem letzten, gleich O und es ist 

Zutritt tomim = (1)719.2.3....m—1. 

Sollen nun blofs die Variationen unter den Grölsen £ vorgenommen wer- 
den, welche verschiedene Verbindungen mit den Elementen a hervorbringen, 
so ist noch zu unterscheiden, wie viele unter einander gleiche Elemente 
in Ay day »+.« A„ enthalten sind. Nennt man diese Anzahlen u, v, p etc., 
so wird der obige Werth für Zah tft P9nim noch durch 
1.2.3... %.1.22...9.1.2....0 au dividiren sein, um den der jetzigen Vor- 
aussetzung entsprechenden Werth von Zar Hate tamim zu geben, 


Demnach wird der Coeffieient von 4a, 4a,.... Aa gleich 
1.2.3...m—1 








(—1)”-! sein. Ist aber = p und die übri« 


P 2.2 Br 
. . . ,S 
gen Elemente sind O0, so wird der Coefficient von a, offenbar Zu” —= p, 
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Sollte also z.B. die Summe der 6ten Potenzen der Wurzeln einer vor- 
liegenden Gleichung, deren Coefficienten @,, @,, a, etc. sind, bestimmt 


werden, so würde man für dieselbe folgende Entwicklung erhalten: 


1.2.3.4.5 1.2.3.4 1.2.3 
— la; ( —1) A FO 
[«: kl re N ra 6. ll) 
6123 


+a}6. oa ‚0; ir, 6.1.2 —1)’+a26. las) 


+0: 06.721) +0,0,6 (A) +00,6(—1)+a, a,6—1)+@,6] 


= a‘ a & baiaz— 12a aa +3a; —buata,—+da,a, 
+6u4a,—6a;. 


(Der Schlufs im nächsten Hefte. ) 





32° 
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12. 


Theorie der Modular-Funetionen und der Modular- 
Integrale. 
(Von Herrn Dr. Gudermann zu Münster. ) 


(Fortsetzung der Abhandlung No.1. im Isten, No.10. im 2ten, No. 15. im 3ten, No.21. im 
iten Hefte des vorigen und No. 2. im 1sten, No. 8. im 2ten Hefte dieses Bandes, ) 





Dreizehnter Abschnitt. 


Von der Vervielfachung des Argumentes der Modular- 
Funclionen, 


$. 149. 


Formen der Ausdrücke für sn (nu), cu(nu), da(nu). 


In $. 117. ist von der Verdoppelung des Argumentes der Modular - Func- 
tionen gehandelt worden. In den Formeln 


Isnuenudnz 








ae ae 
IREUOR KOM 1— x: sntu 
en? u — sn? uean?u 
1— k?: sutw, 
dn? u — k? sn? u en? u 
dn?u = a 





1-—— k? sn* u 
sind die Nenner einander gleich und rationale Functionen von sn oder von 
sn’u; der Zähler des ersten Bruches ?snu y (1—sn?’u) y(1—k’sn’u) ist 
keine rationale Function von snw; die Zähler der beiden anderen Brüche 
sind aber rationale Functionen von sn’v, da can’a—=1—sn’u und dn’« 


— 1— k° sn’ u ist. 


Man kann Recursions-Formeln entwickeln, welchen gemäls man 
leicht Ausdrücke der Modular-Functionen der Argumente 34, 4u, Ju, 
6u etc. durch Functionen des Arzumentes % herleiten kann. Setzt man 
in den Formeln 

















$. 149, 


r> 
LS 
un 


ehnter Abschnitt, 


- 
2 


Drei 


Isnaenbdnb 
1—k?: sn? a su?:b ? 
2cnacenb 
1—k!sn?asn?b? 
2dnadnb 
1—xk:su?a su?b ? 





sn (a4) + sn (a—D) 

en(4+5) + en (a—D) = 

dn (a+5) + dn(a—b) 

b=uund a=nu, so verwandeln sie sich in 
sn ((n+1)%) 

en ((n +1) ) 

du (a+1)u) = 








\ 


{2} 


nn 


1— k: su? u.su? (nu) 


enz. dnu.so(nu) 





— sn ((n—1)u), 
—1)u), 


—dn((n —1)u), 


2 enu.en(nu) 
1 — k? sn? u.sn® (nu) 





— cn({n 


2 dnu.du(n w) 
1 — k? sn? u. su? (n u) 





u 


Aus diesen Recursionsformeln erkennt man zuerst, dafs die Brüche für 
sn (nu), cn(nu) und dn(nu), welche man durch wiederholte Anwendun- 








gen derselben herleitet, dieselben Nenner haben. 





























Setzt man aber 





In n WW, 
n(nu)=——-; en (nu) = —;-; da(nu) = —-, 
n n u 
Un Pn- W’ 
1. {sn((r—1)u) = = > en((n—1)u) = al. dn((2-F1)u) =, 
au IL u 
(ah), aa) Fr, Anka +1)u)— TH 
Rarı ’ Rıtı ’ . PER, 
ferner snu=x, onu=y, dnuu=z, und substituirt diese Brüche, so er- 
hält mau 
Un _ Br: Din ‚(dis 
Ry+ı Koh R?—k2x2.U2 Rn? 
F arı RE 2Ycl nı in Fa 
Ruzı Fe R7 — k? oc? . Ur Ra-ı 
a 
Rıazı en R?—k: oe’, uU? a a s 
Setzt man also 
T, = RR —Kx°.U?’, so ist 
R,+ı une T, u R,_ı ’ 
2 U, =2y=2.U,. RR —T,.U,_,, 
Vn m 2y.9,..B,.Bu.—-T:V,..; 
Wir = 22 . W, ‚BR, A u. 2 . m £} 


Diesen Formeln gemäls kann man aus 


U—x, 


y,= Y> 


Ws, 


R,=1 und 
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U,=2xyz, V.,=eon’u—sn’udn’u, W, = da’u—R sn’u en’u, 


R,=1—Rx, 
U,,V;,, W;, R, herleiten; ferner U,, V,, W,, R,, u. s. w. 

Es werden diese Ausdrücke immer mehr zusammengesetzt, je wei- 
ter die recurrirende Rechnung fortschreitet. Einige derselben werden ra- 
tional in Ansehung von x°, und dd y=1—xr’, ?=1—K?’z? ist, so sind 
auch diese rational in Ansehung von y” und 2’; andere Ausdrücke wer- 
den aber irrational ia Ansehung von x, y, 2, und es bleibt noch zu er- 
mitteln, welche Ausdrücke von jener oder dieser Beschaffenheit sind. 
Bezeichnet man durch ?\(x’) eine rationale ganze Function von x,, so ist 
zunücht = A} —Ka’r.Ü), oder T,=N(x’); daher ist, den For- 
meln (2.) gemäls, 

R,=\(x?), U,=xı(2?), V,=y\X(y’), W,=z1(2). 
Hieraus folgt zunächst 7,—=N(x’), also 

R,=.Me"), UN =2Yy231(2), 9, Erly) W,=X\{:); 
mithin ist 7,=XN(x°), und folglich 

R,=1@), Dear). ey), Mer) 
So kann man immer weiter zu schliefsen fortfahren, und sieht dabei, dafs 
zwei Fälle unterschieden werden müssen, je nachdem n eine gerade oder 
eine ungerade Zahl ist. 

Ist n eine gerade Zahl, so ist 

U,=ry:1(), Were), WM,=ıe). R=ı@); 
und ist 2 eine ungerade Zahl, so ist 

U.—=xı(a’), V,=yı\(a?), W,=z1(2?),, R,=Xla). 
Durch diese Formeln wird die Form der Zühler und Nenner in den Aus- 


drücken (1.) bestimmt. 


$. 150. 


Ausdruck von sn (nu) durch snu in der Form eines Prodnctes. 


Nachdem die Form des Ausdrucks von sn(nu) bestimmt ist, hält 
es nicht schwer, diesen Ausdruck selbst zu finden. Ist n eine gerade 


sn? u sn? “) ( =) 
(1°) (1-7) (1-°).-- 

sn? u sn? u sn? u ’ 
(1- pw )(1- n’, )(t- c/2 B.; 


Zahl, so darf gesetzt werden: 











sn(nu) = g.snucnu dnu. 








wo 9 einen noch zu bestimmenden constanten Factor bezeichnet; + a, 
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+5, +c etc. sind die Werthe von sn, für welche der Zähler des dem 
Producte gsnw, enw.du% beigefügten Bruches = 0 wird, und eben so 
sind +a‘, +5’, +c’ etc. die Werthe von snw, für welche der Nenner 
eben dieses Bruches = 0 wird, 

Setzen wir sn(nu) =0, so ist tnu=2uK+2PiK', wenn un- 
ter & und ß unbestimmte ganze Zahlen verstanden werden, also tu = 
2aKt2AiK folglich 


n 











teuh2 hie 
J) 


n 


2a K+2Pi 5 
’ 


enu = cn ( 
7 


snu = +sn( 





Bau EDEN) 
n ® 


dnu = dn ( 


VaK +2PiK r 
Ind. ) den Grölsen & 








Giebt man in dem Ausdrucke snw = +sn( 


und ß verschiedene Werthe, immer aber ganze Zahlen, so erhält man 
eine Reihe von Werthen für sn% und es werden sich unter denselben auch 
die Werthe +a, +5, +c etc. befinden. Setzt man aber sn (nu) —= }, so 


erhält man +nu = 2 K + RB +1):K,; also um bmaiund In m id ana 
n 
folglich 











341): 22-1): K’ 
nu = +sn ELnP der EEE, cnu = en Fer ae und 
n nz 
Pr PM LLEITESTS 
n 








N . 2? K’ 
Giebt man auch in dem Ausdrucke sn® = + su Pre RFHENEN) den 
[ 
Zahlen & und ß verschiedene Werthe, so erhält sn® Werthe, unter wel- 
ehen sich auch +u‘, +5’, +c’ etc. befinden werden. Setzen wir 


ßP) = 2a K+2PiK 2« K+(2#+1)iK’ 
n 





und 0(, 2) = ’ 


n 


2 
TS > u 
sn?o(a,A)/ 


snp(nu) = g.snucnudnw.- 


pfi_ BEER ? 
sn?o(a,f) 


wo das Zeichen P dieselbe Bedeutung hat, wie im $. 60. des ersten 
Theiles, nur dafs es sich jetzt auf zwei veränderliche ganze Zahlen & und 





e(a, 


so erhalten wir 











ß bezieht, und auch noch näher zu bestimmen ist, welche Werthe von 
a und 8 zu nehmen und mit einander zu verbinden sind. Die Grülse 
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- 


t 4 
o(a, 8) nennen wir den ersten, und o(@,ß) den vierten Regulator. Das 


Product snw.cnu.dn«w wird schon =0, wenn = 0 ist, weil dann auch 
sn“ — 0 ist; daher sind die Werthe «=0 und ß=0 in ihrer Verbin- 





dung mit einander bei der Specialisirung des Regulators 0 (&, P) auszue 
schliefsen. Ferner wird jenes Product =0, wenn v=+K ist, weil dann 
en% = () ist; daher sind die Verbindungen von ?4= +n mit 2P=0 bei 
der Specialisirung des Regulators 0(a, P) in dem obigen Ausdrucke aus- 
zuschlielsen. Das Product snw enw dnz ist endlich auch = 0, wenn 
+u=KriK ist, weil dann da@ = 0 ist; daher sind endlich auch die 
Verbindungen von 24=+n mit 2?=+n bei der Specialisirung des Re- 


sulators 0(d, 2) auszuschliefsen. Endlich ist die Verbindung von ?a—= U 





“ . » 2 ı . 
mit 22=+n bei der Specialisirung des Regulators o(«, ß) auszuschliefsen, 
weil daun der Factor snu =! wird. 
ı 
Bei der Specialisirung des Regulators o(a, ß) in der vorigen Formel 
sind endlich alle die Werthe von 2« und 2ß auszuschliefsen, für welche 


sn" p ‘@,ß%) frühere Werthe wieder erhält, weil «‘, 5°, c* etc. verschieden 


sein mussen. 
> DT, 


Sind ?& und 28 einzeln >n, so kann man — — 2p +— und 
2P _ 2q4+ 2% setzen und die ganzen Zahlen p und g so einrichten 
n en 'D, 
dafs 20’<n und auch 2P’</n ist. Die grölsten Werthe von ?«’ und ? [ey 
also sind 2 = n—?R und 2ß’=n—2. Da dann aber 2a = Ipn+?a 
und 2?ß=?2ng+2P ist, so ist 

2&«K+2PiK 2: %pK+ + IgK+% +2@K+2PiK 


n n 








’ 


also 
1 
sno(4,ß) = (—1)P sno(+u/ ‚tP”) und 





1 Y / 2 ı 7 
sn’o(ß) = sn’o(ta‘, +P’) = le +ß) 
Man mufs daher solche Werthe ven ?« und 2? ausschliefsen, welche 
>n--2 sind und nur positive Werthe von ?« anwenden. Die einzigen 


ı 
zulässigen Verbindungen bei der Specialisirung des Regulators o(a, ß) sind 


also, wenn n eine gerade Zahl ist: 

(2o)—= +2,44, +6,...4 (2-2) mit QP)= +2, 34,146, ...+(n- 
(eo)=0 und =n mit 2 =-+?, +4 +6,...+(n—?), 
"O0 ud =rn mt a = +, +4 +6,..+(n—2). 


Y En 


1. 
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In den zuletzt genannten Verbindungen müssen also die Werthe von 2£ 
positiv sein, weil 


sn? (-22:R) _ un: (2PiRN) und an (KR) — sn? (K+ EIN, iu it, 


ferner an? (=“ Eu iK‘) = sn’ (ei _ ;K'). Die Zahl der Verbindun- 











1 
gen und also auch der verschiedenen Werthe von sn’o (u,ß) ist also 
Er a Pr m n > 
Ir > .(n—?2) +4. (7 *) —\ 5 *. Deuten wir die Einschränkung auf 
diese Verbindungen durch das Zeichen P’ im Gegensatze von P an, so ist 


»f4 sn? u 
sn? o(@, ß) 


sn (nu) = g.850nU cnu dnu. nn j 
(aien) 




















sn?o(«, ?) 

und es bleibt also nır noch der Nenner sammt dem Factor y zu bestim- 
men übrig. 

Bei der Specialisirung des Reguiators e(@, ß) sind nur die folgen- 
den Verbindungen zulässig, wenn n eine gerade Zahl ist: 
0, da geh ,+6,....+ (2-2) mit 2ß+1)= +1, +3, +5,....+(n-1) und 

Ra)=0 und =-+nr mitt AH) =+1, +3, +5, ...+(2—1), 

und zwar aus denselben Gründen, welche oben angegeben wurden. Aen-« 
dern wir also auch im Nenner P ab in P‘, um auf die so eben angege- 
benen Verbindungen den Divisor einzuschränken, so ist 


d (op sn? u ) 
sn20(@,ß)) , 

pr fi sn? u ) 
( sn? 0 (a, ß) 


In $. 113. wurde für sn“ eine Reihe von der Form suu = 
su(ru) __ n—an:u? + bu ut — ete. 


su u 1— au? but — etc. ° 


—=n; setzt man aber auch in der vo- 





su (rn) 





nn 7 9.wu dou. 








u—au+-bw— etc. gelunden, also ist 





sn (nu) 





und setzt man =0, so ist 


rigen Gleichung v=0, so erhält man ng, und es ist also, wenn n 
eine gerade Zahl ist, 





p Ge . u ) 
2 
n.sn“ cna dnu te (m, P) 


3.  su(nu) =n. n. } nr . 
& L 
p- (' FRBRE } 
sn? o(«, ) 
Crelle's Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 3. 33 
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Da die Anzahl der Verbindungen bei der Specialisirung des Regu- 





4 ai 2 n n? ” ” 
lators eg (a,ß), .n+2.,=7 ist, so ist der Ausdruck von sn (n%) 
von der Form 
1 ? ä(nn-4) 
snut+ Ass®ut+Asn®’ u..t+ 4A 073% 


sn (nu) = n.enwdnv. 





1 2 inn ’ 
1+-Dsn?u+Dsutu....+ D.sı 


wenn Zähler und Nenner als entwickelte arithmetische Formen darge- 
stellt werden, welche nach Potenzen von sn“ fortschreiten. Die imagi- 
nären Factoren im Ausdrucke (3.) geben sowohl im Zähler als im Nen- 


1 2 3 
ner reelle arithmetische Formen, da die Coefficienten A, A, A etc. und 


! 2 


3 
D, D, D etc. nach $. 149. nicht imaginär sind. 
Ist aber n eine ungerade Zahl, so findet man auf ähnliche Weise, 


und mit Beachtung des $. 149., 
an u 
P 
( sn? 0 (a, 5 


sn? u 
P/i1— 
su? 0 (a, P) 
Aufserdem müssen die in diesem Ausdrucke vorkommenden beiden Regu- 


PU. KR (aß) er 2et BAHN 


dere Art specialisirt werden, als vorhin. Bei der Specialisirung des Re- 








sn (Nu) = g.sn%. 





auf eine an- 








latoren (a, ß) = 


gulators (a, ß) sind nur zulässig die Verbindungen von 
2 — +2, +4, +6, ...(2—1) mit 2P)= +2, +4, +6, ....+(n—1), 
4.!2a =0 mit ?P= +2, +4, +6, ....+(n—1) und 
l2p =0 mit a=+2, +4, +6, ....+(r—1), 
so dafs die Anzahl der Verbindungen = In )+n—1 _ nn—1 





‘) 


nz 


ist. Ausgeschlossen bleibt die Verbindung von ?&=0 mit 2ß=0, weil 
dann sn (nu) wegen des Factors sn“ gleich Null wird; ausgeschlossen blei- 


2 ;K’ 2 2PiK’\ . a 
ben ferner wegen der Formel sn’ (— 4 . ) = an’ (+ ß - ) die Verbin» 


dungen von ?4=0 mit negativen Werthen von 22, weil dadurch die- 








2 r 5 
selben Werthe von sn’e(a,ß) entstehen, als durch die Verbindungen von 
?24—=0 mit positiven Werthen von 2ß; ferner bleiben ausgeschlossen die 
Verbindungen von 2 =0 mit negativen Werthen von 24, so wie über- 
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haupt alle Werthe von 2 nur mit positiven Werthen von ?& verbunden 
werden, weil 
Br ;K' K—2BiK 
sn? ( LH) u (7 nr 


n n 


— —9IPAiK' 9 IPA;K' 
en? ( 2a@K ) kn a 


ısf. 
n 














Bei der Specialisirung des Regulators 0 (@, £) sind nun blofs die 
Verbindungen von 
a = +23,+4 +6, ...t+({n-1) mit QP+HN)= +1, +3, +5, ....+ (N-?2), 
5. (a =0 mit QAP+I)= +1, +3, +5, :...+(n—?2), 
Qß+H)=n mit a= +, +4 +46,....+(n—1) 


zulässig, so dafs die Anzahl aller Verbindungen, wodurch wirklich ver- 


4 
schiedene Werthe von sn’e(a, ß) entstehen, nun = —— .n — 14 7° —— 


nn—1i 
5) 


sen werden, weil dadurch solche Werthe von sn? o (4, 8) entstehen, welche 
unter den genannten Werthen bereits enthalten sind. Aendern wir die 
Zeichen P in P’ ab, um dadurch auf die Befolgung der so eben angege- 
benen Vorschriften beim Specialisiren aufmerksam zu machen, und be- 
achten wir, dafs sich, wie vorhin, g=n findet, so haben wir die Formel 


pe fi sn? u 
sn? 0 (@, P) 


p fı sn? u 
( sn? o (e, = 


Entwickelt man den Zähler und Nenner nach Potenzen von sn%, so er- 
hält der Ausdruck die folgende Form: 


ist. Alle übrigen möglichen Verbindungen müssen ausgeschlos- 











6. sn (nu) = n.snu. 





1 2 A(nn-}) 
out Asn’upAsndu... + 4. su" 


Alrın-i) ® 


l 2 
1+Dsn?u-+-Dsntu...+ D. soriu 
$. 151. 


1 
Beweis der Gleichung D=0 für jede gauze Zabl n. 





sn (nu) = N. 


Setzen wir nun in Anwendung der Bezeichnung des $. 149. den 
Nenner des Ausdrucks von sn % 
1 2 m 
R, = 1+Dsu+Dsn’u....+ Dsn’” w, 
so dafs für ein gerades n, m = ist, für ein ungerades aber m = 2 


2 23 
33 * 
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so ist in Beziehung auf die aus den vorigen Formeln zu ziehenden Fol 


1 
gerungen der Beweis nöthig, dafs der Coefficient D immer gleich Null sei, 
es mag n eine gerade oder ungerade ganze Zahl sein. Wäre der genannte 
Coefficient = 0, so hätte der Nenner von sn(ruw) die Form 


R„ = 14 sn’u D+D sn’u+tD sn’% ....) 
und könnte also vorgestellt werden durch 
R., = 1+x°.1‘(x2?), 
wenn wieder, wie im $. 149. gesetzt wird, <=sn& und unter A(x°) eine 
rationale ganze Function von x” verstanden wird. Für n=1 ist R„=t, 
also Ax) =0; fürn=?2 ist A =1—K’r, also Ax”) = — k’ und also 


noch unabhängig von x. In beiden Fällen ist also D=0, und um zu 


beweisen, dals immer D=0 sei ‚„ ist zu zeigen, dals A,, die Form 
41-+-x'‘1(x°”) habe. Nach $. 149. ist immer 
Roy = RR —Kx’.U}).R.-y: 

Nehmen wir nun an, dals A, und R,_,, die obige Form haben, so hat 
R, die Form 1a) =1+22’1 a) FEN) —=1+RtAz?). 
Ferner ist U,=xyz1X(x”), wenn n gerade, und =x\(x’), wenn 2 un- 
gerade ist. Im ersten Falle haben wir also 

Roy = IHN) Ra )A-REIA At EA”) 
oder 

Ru, = At) A+ EN), 
und also auch 

Ray = 1t+#’1(a?). 
Im zweiten Falle haben wir 

Ras = (+) REAL), 
also 

Ru = (1+-x°'X(#*)) (1 +x'1(x&°)), 
oder ebenfalls 

Ra+,7 = 1+x'12?). 
In beiden Fällen also hat R..4], die Form 1-Fx°’A(x”), wenn R, und 


R.._., diese Form haben, und in beiden Fällen ist also D= 0, wenn diese 
Gleichung für die beiden vorhergehenden Werthe von r richtig ist. Da 


nun fürn=1 undn=?7, D=0 ist, so ist auch D=0 fü n= 3, also 
auch für n=4, u. 8. w 
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In 
ni 
e 
wr 


Wird das Profuct 


En P(i- wi ) 
. 2 f \ 
sn?o (a, f) 


nach Potenzen von sn’ entwickelt, so wird der Coefficient ID von sn’ 


zu der Summe aller einzelnen Brüche, welche aus dem allgemeinen Gliede 


_ R. dadurch hergeleitet werden, dals man sich auf solche Ver- 


sn? o(o, ) 
bindungen der Werthe von 2% mit den Werthen von (?ß-H1) beschrinkt, 
welehe für ein gerades 2 unter (2.) und für ein ungerades 2 unter (5.) 
im $. 150. angegeben sind. Bezieht sich das Summenzeichen S’ auf die 








angegebenen Verbindungen, so ist die Gleichung D=0 einerlei mit 


1. N : | =0(, 


4 
+.sn? o(e, P) 





und es gilt also auch diese Gleichung, die Zahl rn des Regulators 
. 2aK 23 -1)iK 
p (a, ß) = a +( P+ 


n 
Wir stellen diese Gleichung auch noch anders dar. Ist n eine, $e- 
rade Zahl, so ist, weil sn(u:Ä) = . 


k snu 
an (FO FF L;%) 1 


Zieh rad 
Setzt man nun BIN) +QRP+H1)=n, so ist 


SEHE LK —— GuK—SETI;K, 





mag gerade oder ungerade sein. 





‚ auch 











also 








Re 2ER 4 1 
sn? ( - ) ed =, 2 » 
sn? 0 (a, £) 
Summirt man diese Gleichung mit Rücksicht auf (2.) im $. 150,, so er- 
hält man für ein gerades n 
Ä/ „* \ 1 / 
mA = z-8| ; | 
sn? 0 (a, f) 





und der Gleichung (1.) gemäls ist also für 


2. ein gerades n auch SS’ [sn? 0 (4, ß)] = 0. 
Ist n aber eine ungerade Zahl, so muls (2ß-+1)+2P’=n gesetzt wer- 
den; dann folgt 
„f[20 + 2 P iK’ 1 1 
sn“ = —., 
( n ) k Ma (EDER) , 
n 
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und hieraus erhält man durch Summation und .. der Gleichung (1.) für 


3. ein ungerades n die Formel S‘[sn? r (,ß)] = 0. 
$. 152. 


Relationen unter den Coefficienten im Zähler und Nenner des entwickelten Ausdrucks 


von sn (nu). 


Setzen wir wieder für ein gerades n, wie in $.150., 


i 2 m-? 
. snut+ 4.sn°u+-4 sn®u....+4.5?" 3% 
ge — 2: 
l. sno(nu) = n.cnudnuw. ; ; - r 


1+ D.sn2u+D.sntu....+D. som u 





. . nn . a L “> 
indem der Kürze wegen m = — genommen wird, und bierio u+:KäK 





2 
” . r 1 . —idhı ö ‚em 
für z, so verwandelt sich snw in —— , cn& in —, do“ in — ° 4 
ksou ksnu gsuu 
B enu dnu P Pr = 
also cn dnu iu — ee ferner verwandelt sich der Zähler des bei- 


gefügten Bruches in 
m-i 


m-? m-)3 
Aksuu+ A (ksmu)’ + A (ksmu)?.... + (k snu)?m—3 
(k Su BEER 





5 


der Nenner aber in 


m-i 


D+ D (ksu)’+ D (k nn .. + (k sn)?” 


(k suu) 


nu in nu+niK', also sn(n«) wieder in sn(nu), da n eine gerade Zahi 





9 


ist; es ist mithin auch 


m-- m.-) ın—4 
\ — A kısnu— A k‘ sh u— A k®sm’u. _— k?m-2 gnim-3, 
sn(na) = N cnu dnv. lan ne f 


D+Dk?:sn?u+ D ke sntu....+ k?”.sn’” u 
Wird dieser Ausdruck wieder mit dem vorigen identificirt, so erhält mau 





Li: 4. E = D und D = D =U, 

„a k = A.D o D. tt D.D, 
"’Sz» er - D.e=D.D, 
m-5 3 m m- m 
An. 6. ee 

— Km! = A.D - "= D.D. 


Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar D= +%k”, und es bleibt nur 
noch das Vorzeichen sorgfältiger zu bestimmen. Aus der Gleichung 














in 
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snu.sn(u-t?:K) = — folgt 














„Bares er BERETEREN u ni u 
n ; n k 
28-1)iK 2 Pr +H1)iK 1 
sn (( ErF) m u )=--. 


Werden diese Gleichungen nach der Vorschrift (2.) für den Regulator 





4 (4 . .. u “ ” . ® “ 
e (a, 2) im $. 150. specialisirt und mit einander multiplieirt, so kommt die 


zweite Gleichung nur nn mal zur Anwendung, und es ist also 
/ x \ / . (—1) 4 En ce 1)? 
P’[snoe(,ß)]-P’[sne@,P)]) = — oder P’[sn’g(,ß)] = ——- . 


er kr 
k? 
Da aber auch durch die wirkliche Multiplieation gefunden wird 
D — (— 1)”. P’ | d. i 
sn? o(«, ) 
2 


m n n 
“ D.% „=> n . [7 
so ist D= (—1)".(—1)?.k” = (—1)?.i”, da m=— eine gerade Zahl 


% 


Ne 








. n\” . n 

ist. Ferner ist auch (*) ungerade oder gerade, jenachdem > ungerade 
Ä n nn m 

oder gerade ist, daher ist (—1)" = (—1)* = (—1)?, und also endlich 


m m 


D= (—1)2. kr, 


Le 


jolglich 

m—? ee mL 1 
A=(—1)’ ."”? wdD=D=0, 
m—3 m 1 m—? m ? 
A=(-V".®r#A - De(12.KRD, 

2. m Bu Bar m—3 m } 
A=(-1)"eA - De (-V.eD, 
m—5 z— 3 m—4 m 4 
A=(-1 .K"®.A - D= (—1)°.K"*.D 

Us 5. W. Us S. We. 


Setzt man aber für ein ungerades n, wie in $. 150., 





ı 2 ın 
aut Asn’u+ Asudu....+ Asmn’”t u 
ı 2 m 
1+ D su? ut-Dsn*u.... +D sn?” 1 








f — 
3. na) —=n. a 


indem der Kürze wegen m—= genommen wird, und @+:?KA’ für 





>) 
BZ 








u, wodurch sich sn“ in und sn(n%) io verwandelt, so 


k su u ksn(nu) 


verwandelt sich der Nenner in 
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m mi m—? 
D-+-D k?sn?2u-+ D kt sutu.... + Km sn? 
k 2m sn?” y e) 
und der Zähler in 
m m—i 
A+A kesntuh 4 TFT + Kr nmu, 
k?mti, snmtl ’ 
daher erhält man 
M D ıD : "Dr 5 Km gyrm+i 
snu k? sn? u sn®> u.. 2m gu? ı 
SD (nu) — m m—l + m—? er - 5 





2 Ak? sm?utAktsntu.... + Kr sn?” u 
und weil dieser Ausdruck mit dem Ausdrucke (3.) einerlei sein muls, so 
findet man die folgenden Gleichungen: 


m m m—| 


D=enRA wm 4=-D=0, 
e.D= m. A.A - Es = D.A, 
K.D=mAA - AR=DÄ 
z.D — n2.4.4 - "A.r = D.A, 

u 5: W uw 8 w. 
Er oo m.2 - wm — A.D. 


m 


Aus der letzten Gleichung folgt A= + —, und es bleibt nur blofs noch 


das Vorzeichen zu bestimmen. Durch die wirkliche Multiplication erhält 
man nach Formel (6.) des $. 150. die Bestimmung 


4A — —_ Er, pP’ . j 
sin? o(«, 9) 


B 
und da, wenn n=?Ir--1 gesetzt wird, je 5 re 2r+?2r'=m eine ge- 











rade Zahl ist, so ist (—1)”"—= +1, also zunächtt A=P°‘ | R. . 
sin? 0 (a, P) 
2aK san 


Ist nun & nicht Null, so gehört zu einem Modular - Sinus sn ( . 


— F-+Gi, allemal ein Modular -Sinus sn Anl A) = F—G@Gi, und 


das Product beider F?-+@” ist also immer positiv: um so mehr also das 
Product ihrer Quadrate. Da es nur noch auf die Bestimmung ankommt, 








m 


ob A positiv oder negativ sei, so können wir alle die Modular - Sinus so- 


2aK nie 
gleich weglassen, welche > als reellen Theil ihres Argumentes haben. 


m 


Hiernach hat also A einerlei Vorzeichen mit dem Producte 
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an? ik „#iK „6iK’ un RD ER 


. N er 
. n 








oder mit 
n—1 u ı K'’ / BI rn 
(—1) . . ZB, .©n’ jur von .©ı 2 ... ‚On 2 2 ——.K, 


und da die hier Bee: hyperbolischen Modular- Sinus sämmtlich 
positiv gr so ist 





n—1 m n—1 


= (—1)? .—, und folglich D= (—1)?.nk”, 


Durch die Substitution dieser Werthe verwandeln sich die vorigen For- 








meln in ne 

D= A, A wi A=D= 0, 

si? n—1 m—? n—1 Ru 2 

De1Nakmti - Al). TD, 

m—3 n—1 3 m—3 Gas „m—6 3 

D= (—1)°’.nk””.A - A= (—1)’. iu .D, 

mt n—1 n- n—1 DE 4 

D= (—1):.nk"®, A - Are (1)? ‚D 
U. 3% W u, 5 SE. 


$. 153. 
Mebrgliederiger Ausdruck für sn? (ru) für ein gerades z, desgleichen für eu? (nu) 
und dn? (nu). 


Die in $. 150. gefundene Formel kann auch also dargestellt werden: 


P’ [sn? u — sn? e(@, AN, P’[sn? ei P)] 

P’[sn® u— on? o(e, P)] 57 [sn? o(a, P)] } 

da die Anzahl der Factoren eines jeden Productes P’ eine gerade Zahl 
ist. Ferner ist 


u (—1)". P’ | 1 | und D — (—1)”. pP’ | 1 | 
su? o(e, f) sn?o(a, £) 





sn (nu) = n.5nu cnu dnu. 








also ist 
2 


pP’ er ) PR BP) 
P‘ [so® 0 (e,ß)] 





m 

ae 
u A  : 
D 


und mithin 








1 
ksu(lnu) __ snu enu duu P/[sn? u— su? oe (a, £)] 
 —— — e 4 ® 
R k P’[sn?u—sn?o(e, f)] 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hifi. 3. 34 
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ksn(nı 
Setzt man nun en 


—=N und snu=xr, so erhält man, wenn 
man diese Gleichung zum Quadrate erhebt, um sie rational zu machen: 


2. P’ [2° — sn?g (a, BJ? won a at 





@); P’[x°— sn’ 0(0, 2)]”, oder 


1. Pie — se (a, BY— a (a1) (— ).P’l—sn’eaP)T = 0, 


Die höchste Potenz von x in dieser Gleichung ist x°””, da das 
4 
Product P’[x’—sn’o(a,ß)] nach $. 150. eine durch —* ausgedrückte Menge 


‘ 
m. 


von Factoren des vierten Grades hat; der Coefficient dieser Potenz ist 
= 1; die nächst niedrige Potenz x” hat zum Coefficienten 


4 
7 — 298° sn’e(a,ß) und überhaupt erhält die Gleichung die Form 


nn 


1 2 5 
ag PA Tg". u +9 — 0, 
k sn (nu n 
Br Da keine Po- 


tenzen von x mit einem ungeraden Exponenten in dieser Gleichung vor- 


Sie dient zur Herleitung von e=snw aus \= 


. nn . „ 
kommen, so hat sie — Paare gleicher, aber entgegengesetzter Wurzeln. 
x —= +snu und = —snu sind zwei solche Wurzeln und der Ausdruck 


auf der linken Seite ist also theilbar durch &’— sn’w. Sollen x = + sn u 
und x = —snu‘ zwei andere Wurzeln der Gleichung (1.) sein, so müs- 
sen sie so beschaffen sein, dafs sn (nw’)= sn(nw) ist. Da nun aber über- 
haupt sn [(—1)'(nu+2u K-+?2P:A/)] =sna ist, so schlielst man, dals 
überhaupt zw = (—1) (nur?a K-+2P:K‘) ist, oder einfacher 
2aK-H2PiK 
u = (—1)* (n+ t 1 

Nimmt man auf beiden Seiten den Modular-Sinus mit dem Modul %, so ist 

YaK-t2PBiK 9aK-+2 Bi“ 
ac —= (—1)* sn (u+ es ) und = —(—1)*sn (u+ dd ) 


n 
die allgemeine Darstellung eines Paares gleicher und entgegengesetzter 


Wurzeln; also ist | 
IBiK 
=’ _. en? (u-+ E32 


n 














die allgemeine Form der Factoren der Gleichung (1.), Nehmen. wir die 
Zahlen « und ß positiv und kleiner als n, also 
=0, +3, +4 +6... +(n—1) 
P=0, +3, +4 +65, ... + n—1) 
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und verbinden alle Werthe von « mit allen Werthen von ß, so erhal- 
ten wir nn Verbindungen; und bezeichnen wir das aus dem allgemei- 


n—i 


nen Factor gebildete Product mit PD, so ist 
n—1 2 . 
SE . = — sn? (u „z— zeit? A] — (0 
0 


eine Gleichung, welche mit der Gleichung (1.) die gleichen Wurzeln hat. 
Die höchste Potenz von x in dieser Gleichung ist x°"" und ihr Coefficient ist 
— 1; wie in der Gleichung (1.). Um zu zeigen, dals die Wurzeln dieser 
Gleichung, welche auch der Gleichung (1.) Genüge leisten, wirklich ver- 
schieden sind, nehme man an, dals 


9 Ya! 99;K 
sn? (u „zert an re (u 42% K-+ ER) 

















2aK+2PiK ur2ekt2ß: K’ 


n n 


sei; dann folgt, dafs «+ +YK+2giK 


sei, wenn p und g ganze Zahlen vorstellen; dafs also 
(!a— 2° —2pn)K+ RB —2P—2qyn)iK', 
folglich = w'-+pn und B=P'+yn sei; was ungereimt ist, da jede der 
Zahlen &, £ß, a’, ß’ kleiner als n sein soll. 
Wird die Gleichung (2.) entwickelt, so findet sich, als Coefficient der 
Potenz x°”""* in ihr, 


—'S [sn (u a a 


und da der Coefficient eben dieser Potenz in der Gleichung (1.) —=—y ist, 
so ist 





S K-+-22iK' 1 / $, 
5 [ar] = +2 0m. 
Da aber 2 Formel (2.) im $. 151. gemäls 8‘ [sn? p (a, 2)] = 09 für ein 
gerades 2 ist, so haben wir 
n3 Ss DaK-+2PiK 
3. k* sn? (nu) Tr S [sn :(u+ )» 


n—1 


und das Summationszeichen S in dieser Formel un zu erkennen, dals 











für « und ß alle vorhin angegebenen Werthe gesetzt werden sollen. Die 
Summe’auf der rechten Seite begreift also nn einzelne Glieder. 

Setzt man +? K’ für u, so bleibt sn (n«) ungeändert, da n eine 
serade Zahl ist, und man erhält also 


n? Ss 1 
" so? (nu) fir: NREISZTISN 











n 
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Subtrahirt man von jedem Gliede auf der rechten Seite Eins, so muß; 


man auf der linken Seite n” subtrahiren. Dadurch erhält man 
n? n—1 


— 


BR S 1 
w?(nu) g Jun (JRR 


n 


Subtrahirt man jedes Glied der Gleichung (3) auf der rechten Seite von 
Eins, so erhält man 


n? du? (nu) __ S ne Be RM 4a 1 
Me. k?sn?(nu) on’ (m . )| TR * en?(nu)” 
Setzt man in dieser Gleichung ut z für u, so erhält man 
Kk'% 1 BE (?«e +1)K+2PiK 
LE. k2 "en? (nu) 8 Ion (u+ ve n | 
Multiplicirt man die Gleichung (3.) mit A’, und subtrahirt auf der rechten 
Seite jedes Glied von .. so erhält man 


8. Ir Ss [an: (u + 22428] 


at u) 
Setzt man in der Gleichung (3.) 3% _ für 4, so wird sie 
n—1 / 
9. m.en’(nu) = SS Is‘ (u+ MArBArENE )]- 


n 
Subtrahirt man jedes Glied auf der rechten Seite von Eins, so entsteht 


10. n’.con’(nu) = Ss [en’ (u+ rer]. 


17 
Multiplicirt man aber die ae (9.) zuvor mit Ak”, so erhält man 


11. ".dn’(nu) — S [a0’ (u ILS, 


Zusatz. In Formel (9.) rn 2a höchstens = ?2n—? und ?ß-Hi 
höchstens = 2n—1. Sind nun 2%’ und 2ß’-+-1 grölser als n, so kann man 
sie durch 2«' = 2n—2u und 2Pß’+1=2r —(2ß +1) darstellen, und dann 
sind ?2« und 2%‘ +1 ganze positive Zahlen, welche <r sind. Da nun 


SL DN Ai (u +2 KH DiM) 






































——— 








em ira ZEEErEFRNEN BEIN a EBEN 


|— 
n 








n 


ist, so kann man die Gleichung (9.), mit Anwendung der Bezeichnung des 
$.150., auch also darstellen: 


.sn’(nu) —= SS’ [sn’(u+ 6a, R)) + sn’ ua, ß))]- Eben so ist 
n’.cn’(nu) = S’[cn’ (u+ (0, PB) + (u—e(a, PB); 
n’.dn’(nu) = S’[do’(u+ 0 (a,2)) + do? (w —o(@, BJ). 
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Bei Beachtung des Schemas (2.) (in $. 150.) der Specialisirung des 


Regulators p (a,ß) erhält man > Glieder aus den allgemeinen hinter Ss‘ 


stehenden Gliedern, und da jedes aus zwei Gliedern besteht, so erhält 
man nn Glieder zu summiren; wie vorhin. 


$. 154. 
Vielgliederiger Ausdruck von su (ru) für ein ungerades n; ferner für sn? (nu), en? (nu) 
und du? (nu). 


nn—i 


2 





Nach $. 152. ist für ein ungerades n, wenn wieder m = 


und snu=x gesetzt wird, 
1 


m-i m- 
(lets) = — =(e ati en ter), 
” D D D 








D 
FRE. 
oder, da — = — ist, 
D 
m-i m-? D 1 
. He Zn sn (nu) (“+ Fe. + )= 
D D D D D 


Eine Wurzel dieser Gleichung ist x =snw, und soll snw’ eine zweite sein, 
so mufs sn(2uw‘) = sn(nuw) sein, und hieraus findet man, wie vorher, 


u= (—1)° (w „rit2fif), also ist 
ii 1%. (u +22 ig 


die allgemeine Form aller Wurzeln der Gleichung (1... Nimmt man 


a0, +1, +2, +3, ... +2, 


B=0, +1, 42, 43, .... 377° 
und verbindet alle Werthe von « mit allen Werthen von ß, so er- 
hält man nn Verbindungen. Der Grad der Gleichung (1.) ist aber eben- 
falls 2m +1 = nn; und da alle aus der genannten Specialisirung hervor- 
gehenden Werthe von x von einander verschieden sind, so sind sie gerade 
die nn Wurzeln der Gleichung (1.), die wir durch x, x‘, x’, x’ etc, 
vorstellen. Da der Üoefficient der höchsten Potenz von x in der Glei- 
chung (1.) Eins ist, so ist der Coeflieient von x°” die negative Summe 
der Wurzeln, also 














62 12. Gudermann, Theorie der Mod.- Funct. und der Dod.- Integr. $. 155. 


nsun(nu) = tx +x"+x' Leto. 
‚der 





2.  nsn(nu) = S(—1)° sn TR Zum unng 


n 


ezeichnet man die Summe der Quadrate der Wurzeln mit s und die 
jsumme ihrer Binionen mit /, so ist 


n” sn’ = (sr +x +2" +x"+ete) = s+?2r. 


ie Summe der Bihicheh der Wurzeln der Gleichung (1.) ist der positive 


mn 


. dass } A Ä 
oefficient von x”; also ist = — = 0, nach $. 152., da n eine un- 
D 
erade Zahl ist. Es ist folglich n’sn’(nu)=s, oder 


J #) Y 9 2aKkK 2 DI: 7 

1" sn’(nu) = 98 Sası, = PiKR )]; al 
” )) nY a 2 Ü K p, Pi K 
3. < nr’ cn’(N u) =N sn (u 4 +3 ii )]; 


n 


») 27; f b) DaK 2Pi KEN 
ke, ) =D sn’ (u+ nal )]» 


n 














nd in den Formeln (2.) und (3.) sind die Werthe «=0, +1, +2, +3, ..» 


n—1 





. r r . —1 r 
— mit den Werthen =0, +1, +2, #3, .... + zu verbinden. 


p. FOPFETELTETE wi za 
Nehmen wir Rücksicht auf das Schema der Specialisirung des Re- 





ı 
ulators p («, £) unter (4.) im $. 150., weil 2 eine ungerade Zahl ist, so 
ünnen die vorigen Formeln auch also dargestellt werden: 


n sn (nu) = en u + 8’ /(—1) [sn (v +0(a, ß)) + sn (u— (a, Bl; 
sn’ u + 8’ [sn’ (u+ (a, B)) + sn’ (u— 0(a, B))]; 
cn?u + S’[en’ (u+ 2(a,ß)) + en? (u—e(w, B))], 
dn?z + S’[dn? (u +0(a,ß)) + dn’(u— oa, B))]. 
$. 155. 


Ausdinck von eu (nu) durch sn« und enu ia der Form eines Products. 


| 


n’ sn’ (nu) 


rn" cn (nu) 


I 


na dan (nu) 


Nach $. 149. hat der Ausdruck von en(nu) immer denselben Nen- 
»r als der von sn(nu), es mag n eine gerade oder eine ungerade Zahl 
in. Nehmen wir zuerst an, dals n eine gerade Zahl sei, so hat der Aus- 
ruck von en(nu) zum Zähler eine rationale ganze Function von x”, oder 
u; daher können wir für ein gerades n setzen: 
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jü-r ji). “ 
ev fı_ een 
su?o(e, ß) 


und +a, +D, +c etc. sind nun die Werthe von sn, für welche en/nw) 


== () wird, und welche sammt dem constanten Factor 9 nun allein noch zu 
ermitteln sind. Soll en (nu) =O sein, so muls nu= («a +1) A-+H-2PRiK', 














en(nu) = Yg. 














2a +1)K+2PiK Rae-t1)K+2PiK : n 
also u! en. 2 =. und © = sn ( ie -— de =) sein. Nehmen 
ü ’ . 2@«+1)K-+2PiK 
wir also als zweiten Regulator e(«,ß) = Bar a AR, so erhal- 


ten wie 





sn? u 
Dem 
sn?2o(«,ß) 


I: sn’u ’ 
pP (1 — 
1 
2 f fr 
sn?o(«,f) 


Da die Ausdrücke von «’, b’, c’ etc. verschieden sein sollen, so 





cn (nu) = 





2 
specialisirtt man den Regulator go («,ß) durch die Verbindungen 


Yon Ra+1)=+1,+3,+5,....+{n=1) mit 2A) +23, +4, 46, ....+(n-2) und 
\ 


L 
Vo 2BßB=0 wd =+n mi (Aarl)= +1, +3, +45,....+(n-1). 


« ° [3 E 1 a\ n? .. 
Die Anzahl dieser Verbindungen ist = > .(a—9)+2.- =. Wir ver- 


wandeln P in P‘, um auf diese Vorschrift bei der Speeialisirung aufmerk- 
sam zu machen. Die Verbindungen aller übrigen Werthe von ?u-H1i 


und 2% mit einander geben Werthe von sn’o(a,ß), welche unter den 
angegebenen bereits vorkommen, und unter ihnen giebt es keine gleichen 


Wertbe von sn? 0 (0, ß). Setzt man u=0, so erhält man y=1, und es 


ist also für ein gerades n: 
p (4 sn? u 
sn? o(«, ß) 


—o 


pP fı_ roh 
su? o(«, f) 


Setzt man in dieser Formel «= K, so hat man, da n eine gerade Zahl 





2. on(nu) = 








ist, cn(20) = —1)3; daher ist 


(1)? BR P’ Pf: 07 a, I, 
P’ [tn? 0 ( u, 
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Ferner läfst sich die Formel 2.) auch also darstellen : 
P’(en? e(@, A—entu) P’[sn? e@, Al 


P’ (en? 0 (a, B)— en? . P’[so? o(@, 8] 
und dividirt man diese Gleichung durch die vorige, so erhält man 





cn (nu) = 





p (1- ) 
3. (—1)".con(nu) = miele, 2) 


== 5 
en?’ u 
Pi il - 
en? o(«, P) 


Ist n eine ungerade ganze Zahl, so findet man, wie vorhin, 


sn” u 
p- (+ : 2 
sn“ o|(%, ) 
en (nu) = cnu. eL —. 
u 
mii— 
su2 0 (e, ß) 
. 4 2 .. . » . 
Aber die Regulatoren p(a, ß) und o(4,?) müssen nun anders specialisirt 


werden. In Beziehung auf den Regulator 0(@, P)= @arl)KH2PpiR . ur 


n 




















nan die Werthe 
Ne+l)=-+1,+3,-+5; w +(n-?2) mit =+23, +4, +6,....+{n-1), 
. (2a tl=nmit 2% +, +4, +5,...+(n—1), 
2ß=0 mit iar= +4, +3, +5, ....+(n—?2) 
„u verbinden, so dafs die Anzahl der Verbindungen, und also auch die der 


juadratischen Factoren im Zähler des Ausdrucks von en (nu) 


(n—1) nn—1. 
y, u 
- == 3 ist. 


Verwandeln wir, mit Hinweisung auf die so eben angegebene Art 
ler Specialisirung des Regulators po (a, ß), das Zeichen P wieder in P’, so 


raben wir für ein ungerades n: 
pfıi_ ei u 
sn?o (a, f) 


(1- . ) 
sn? o (a, f) 


en(nu) 














I.  en(nu) = enu. 











jetzen wir nun v=Ä, so wird —= %, und nach einer bekannten 


tegel findet man das wahre Vertiäktuißs; 
n—1 


—1):.n 


oO en (nu) nen(nu)dn(nu) ( 
oau snu dau 




















Dreizehnter Abschnitt N.15. 265 


daher ist für ein ungerades n: 
RR. P’[tn? 01 A), 


P’ [tn® o(@, Bl 
Giebt man nun der Gleichung (5) zuerst die Gestalt 


P’ fen? e(e, BA) — en? u] ‚ P*Len! 21; 3)] 


P’[en? 0 (@, $) — en? u] pP [sn® o(@, 2)] 
und dividirt sie dann durch die vorige Gleichung, so findet man 





en (nu) = cenu. 








» (1- en? u ) 
n—1 2 
u tn A 
6. (1)? .on(nu) a 0.0, P) 


= n.cnUWı. en? © 
/ NT u 

(1) 

cu?o (a, £) 


Zusatz, Setzt man in der Gleichung (3. $. 150.) ebenfalls 








su (n u) 


u=K, so wird an =; Der Werth dieses Verhältnisses ist 





o su (n u) n en(nu)dn (nu) 
"Denu . — sı u du u 








= (—1)?”. 7, Im Uebrigen reducirt sich der 


4 
. k’. P’ t 8 . s [2 
Ausdruck auf der rechten Seite auf - [in ote, ß 1. daher ist für ein 


P’ [in? o(e, £)] 





gerades n 
1 


P’ [in®o(a, B)] _ (1? 
Gr a 
P’fin?o(«, £)] 


Da nun aber A—P’ Bes | und D=Pr| L. IE also 


sn? eo (a, P) sn? o («, f) 











am 


1 
D pP’ x ” 2) . . ” . . v 
—— A] en ist, so erhält man, wenn hiermit die vorige 


A Pfm?g(a, P)] 
Gleichung multiplicirt wird, für ein gerades n, 








P’ [ent ol@, Pl _ (_y, 
ae a %%* 

P’ [en?o (e, P)] 
Setzt man aber in der Formel (6. $.150.) auch uv=K, so er- 


hält man für ein ungerades n: 
n—1 


P’[tn? e(e, )] . eu 1)?. 
P’ [tn? 0 (@, ß )] 
Ferner ist ä=r[ H. | und D=r| B. | also 
sn?o(e, f) sn? 0 (a, f) 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 3, 35 





= 
n 
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P’ (sn? 0(a, #)] vu D 


P’[sa? o(a,P)] 4 
und wird die vorige Gleichung hiermit multiplicirt, so entsteht für ein un- 


= n’” (nach $. 152.); 








gerades n: P’fen? ea, P)] Me. N. 
P’ [en? 9(a, #)] 
\p 156. 


Ausdruck von dn(nw) durch snz und dn« in der Form eines Productes. 


Auch der Ausdruck von dn(n«) hat mit dem von sn(nx) densel- 
ben Nenner; und da der Zähler für ein gerades 2 eine rationale Function 
von sn’u ist, so kann der Ausdruck von dn(nw) vorgestellt werden durch 


(1 . sn? )(1— ’ am®: nn) En ne 7. A 
ps sn? u ’ 
= sur 0(@, ) 


und a’, D°, c? etc. sind nun alle von einander verschiedene Werthe von sn? z, 
für welche dn (nu) =O0 ist. Da überhaupt dn ((?s-+1) K+ ARHIEK)=O 
ist, so ist do(nu) =0, wenn nu= (la +1)K+(2PB-+H1)K, also 

(a +) KA+(2 8 +1): K 














dn(nu) = 9. 














um b und sn’z = sn’ (re Fra) ist. 
Nimmt man zum Regulator 2 (@, BP) = ee ı2 Er2) . so hat man 








p fr .. ) 
dn (na) = en 0(m,ß) 


r(1- sn? u ) 
su2 0 (@, P) 


indem sich 9=1 findet, wenn man u=0 setzt. Sollen alle Werthe von 





sn? :0(Q, ß) verschieden werden, so hat man sich bei der Specialisirung des 
Regulators 0(0, ß) auf folgende Verbindungen zu beschränken: 

1. Qo+l)=+1,+3,+%....+(n-1) mit QBH1)= +1,43, +5,...+(n-1), 
deren Anzahl =; = an ist. Und verwandeln wir, um dieses anzudeu- 
ten, wieder P in P‘, so erhalten wir für ein gerades n 


e(1- sn? u re 
2. doa(nu) = en ee A) 











p’ yon sn? u 
( sn? 0 (a, ß) 
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s 3 
en? u k?sn?o(a, A)—k?sn?u __ dn?u—dn?o(e, P) 
Da 1— — = ur y == — ? ‚„ so er 
RR 107; 12 2 0(2,ß) 12 002 (a, ß) 
alt Man 


P’(dn? e(@ 8) — dn? u) P’[sn? e(@, Al, 
P’ (dn® o (a, A) — du? u P’ [su? o(a, a] 
Setzt man in dieser Gleichung vu = K+:K, so ist dnd®e=0O und 
dn(nK+niK') = (—1)’, da n eine gerade Zahl ist; daher ist 
(—1)? ven x [dn? o(«, 8)] ‚Pl? ea, Al, 


P’[dn? 0 (g, ß 1 P’ [sn? o(e, a1 
und wird die vorige Gleichung hierdurch dividirt, so entsteht für ein ge- 


rades n: er fi_ ai 
3, (—1)2, du?o(«,f) 


dn m = dn* u e 
gi -——- 
( du? 0 \@, P) 


Denselben Ausdruck erhält man kürzer, wenn man in der Formel 3. 
P .. 1 
$. 155. ku für z und — statt des Moduls & setzt. 





do (nu) = 














Ist aber n eine ungerade Zahl, so findet man auf ähnliche Weise, 
wie vorhin, den Ausdruck 








Sn” u 
P (1 = ) 
dn/nu) = dnuw. u 


p- [e* url 
sn? o («, ß) 


3 » 
Damit alle Werthe von sn’o(a,£) verschieden von einander sind, hat man 





sich bei der Specialisirung des Regulators 0(@, ß) für ein ungerades n zu 
beschränken auf die Verbindungen von 

QRa+)= +1,43, +5,...+(n-2) mit QB+H)= +1,43, 49... Hn-2), 
4.(Ra+l)=n mit RAP) = +1, +3, +5,....+(n—2), 


QRH)=n mit (Aa+Hl)= -+1, +3, Bann ee 


——, (n—1)+ 2. den RD) 5 E ie Verwandelt man, 


mit Hinweisung auf diese Screen: P in P‘, so hat man 


deren Anzahl = 











p- (1- ) 
5.  dn(nw) = dnu. u LT AR 


vo r “ ) 
sn? 9 (a,f) 


35 ? 
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Stellt man diese Gleichung zuerst also dar: 


dn(nu) = daw ‚F [dn? e(@, 3) — dn? wu] „PImo(e, Al 


" P’fdn? o (a, P)— du? ei: P’ [sn? o(@, Bl 
und setzt v=K+iK‘, also dnw=0, so verwandelt sich das Verhält- 
du(nu) . O dn (nu) __ nsu(nu)en(nu) 











. o . 
nils 2. in $. Nimmt man aber Eee ange nen und setzt 
n—1 
bierin v=KH+iK, so ist sn(nu) = (—1)’ E- ‚„ en(nu)= +, 
shnu = 2. und cnua = + — — ; daher erhält man 
n—1 


nn = Ylln: ola, By] PL oe, Al, 


P’ [dn? 0 (@, 3] P’ [sn? o(a, Bl 
und wird die vorige Gleichung hierdurch dividirt, so entsteht 











p (1- dn? x ) 
n—1 
6. (—1) ? .dn(nu) = n.dnu. Pr el, ß) 
pP’ - 
w dn2g (a, = 
$. 157. 


Uebersicht der Specialisirung der vier Regulatoren und der Ausdrücke für sn(rnu), en(nu), 
do (nu). 





Wir stellen nun die vorigen Resultate übersichtlich zusammen, mit 
Angabe der Specialisirungen der Regulatoren, 
I. Ist n eine gerade Zahl. 





2Kat2piK 


n 


Regulator (d, B) & 
Verbindungen: 
Qoa)—= +2, +4, 4+6,..+(n—2) mit 2P=+2, +4, 46,0... (Rn?) 
2 —=0,n mit 2P = +3, +4 +6, ...+Rr—)), 
2B=0,n mit 2a +2,+4, +6, ....+(n—2) 


n? —4 nn 
u ce Wr 

(2e--H1) K+2PiK’ 
ß) = z “ 


Zahl der Verbindungen = 





RBegulator r (&, 


Verbindungen: 


Qa+1)= +1,43, +5,...+(n—1) mit (2P)= +3, +4, 46,...4(n—2), 
(2P) = 0 mit (2-1) —= +1, +3, +5,....+(n—1), 
P)= nn mit (ati) = +1, +3, +5, ....tr(n—1). 
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nn 


Zahl der Verbindungen = —-. 


| Regulator (0, ß) = SEIN EBENEN, 








Verbindungen: 
2a+1)= +1,43, +3... +01) mit (2P+N=+1,43,45,...40—1), 


Zahl der Verbindungen = ze 


I Regulator 0(%, ß) = er nd BAR, 
Verbindungen: 


a +, +4,46... +2) mit P+1= +1,43, 4+5,...+(n—1), 
%a%= 0,n mit QP+1) = +, +43, 45, ...+(n—1). 


an 
9) ®e 
ip‘ mix 
sn? 0 («, P) 
p- = sn? u 
sn? 0 (a, ß) 
p dar sn? u h p- (‘ En en? «x ) 
” 2 
I 2 a 
sn Aut A (—1)2 en e (m A, 
p’ Aue ar u ) er fi en? u 
4 
sn? o («, f) en?o («, ß) 
p’ (#7 sn? u ) p- im dn? x ) 
5 3 
2 n 
3. dn(nu) = EEE weit ante (aA), 
p or on u ) Be du? u 
j 4 
sn? og (e, f) dn?o («, ß) 


n n ® 
oder auch, wenn m = —- gesetzt wird, 
m-2 
snut 4 sn3 A nd u. A. nm u 


i+D sn?u- Dentu. ..t D. som 





Zahl der Verbindungen = 





1. sn(nu) = nsnucnudnu. 




















2. en (n u) = 
































4.  sn(nu) = ncenu dnu. 





3 


5, (—1)%. en(nu) = 1+ B en? ut B ent u. + en 


1-+ D’ ean?ut D’ ent ue... D/ cn2mu 








n 2 ’ dutu... C dn?m 
6. (1). do (na) = + un I ut at 
1-+ D din? u4- D’ dnt u... + DY/ do?" u 
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und 


Il. Ist n eine ungerade Zabl. 


Regulator (a, Pl = 2@aK+2Pi 2. 


n 





Verbindungen: 

Qa=-+23, +4, + 6,...+(n—1) mit 2=+, +4, +6... +n—1), 
2a =0 mt 2P = +3, +4, +6,..+(n—1), 

2? =0 mt a = +, +4, +6,..+(n—1), 

nn—1 


Zahl der Verbindungen = ra, 


Qat1)K-+2piK 





Regulator 0 («,ß) = 


Verbindungen: 
Qea+1)= +1, +3, +5, ....+(n—?2) mit ru = +2, +4, +6,.+(n—1), 
2ua+-1)=n mit 29-3, +, +6... +(n—1), 

Q2)=0 mit (a+H)=+1,+3,+5,. .t+(n—?). 


nn—1 


2 ” 





Zahl der Verbindungen = 





Jiegulalor 0 (a, 2)  IIOBEEN, 


Verbindungen: 

Qa+)= +1,43, +5,...+(n-2) mit QR+1)= +1,43, +5,..,.+(n-2), 
uti=n mit +1 = +1,43, +5,..+(n—2), 

2+1=n mit a —= +1,43, +5,...F+(n—?2) 


nn—1 
Zahl der Verbindungen = ——. 


— 


2a K--2PiRK 


n 





Btegulator 0(%, pP) = 


Verbindungen: 


2a) +3, +4,4+6,...+(n—1) mit %+H1= +1,43, +5,.... +(n—2), 





Iu — () mit 22-+1 —— - l, +35, 45,0... +(n—?), 
22-+1= n mit u +, +4, +6,...+(n—1), 
ll —1 
Zahl der Verbindungen = — ; 


nn—1 





Setzt man zur Abkürzung m = ‚soist 2m +Hl=nn, 


i sn? u 
(inte) 
sn?o(e, B), 








7. snu{nu) = nsnu. r LE 
Ds ze SE 
4 
sn? o\d, I} ) 
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sn“u 




















27ı 


ER’ 


























pP (1 ——— u. RR 
( 20 (m Fi a ( en? ( “) 
8 cen{nuW)= cnu el A — (—1)? .neonu. em BJ 
& fi es ) p er ns 
( sn? 0 (a, £) en? 9 (a, 
sn? u dn? u 
pP’ kauen = - a rip 7 -) 
9. dn(nu)= dnu. DI — 1)? .ndau. Ne. 
(1 sn? u E. p, (1- dn? « ) 
2 R sn? 0 (q, P) dn2 0 (m, ßP\, 
Oder auc 
10 sn (nu) =nN. nur 4 sn’ ut A mu... A so?mtHi, 


n—1 


11. (—1)’ .cn(nu) 


n—1 


12. (—1)?.dn(nu) = 





1 D sn?u-t D sut u. 


.-+ D su?” u 





n. aut B nu B due B en?m-+ ,, 


b) 


1+ Di’ BE OR U; eantu..t D- eu? y 


Mur & da? ut C du... C dn’m+1, 





1 +.D" dn? ut D4 dut uw. 


$. 158. 


Relationen unter den Coefficienten in dem entwickelten Zäbler und Nenner der Ausdrücke 
von en (nu) und dn (nu). 


Setzt man in der Formel (6. $. 157.) K—u statt w, so verwandelt 


m 


’ 


..—D’ dn’” u 


. . k’ . . . 
sich dn“ in 1, und dn(nu) wieder in dn(nw), dan eine gerade Zahl 


ist. Wır erhalten also 


(—1)2. dn(nu) = 


muls, so hat man 


= D", 

im kr. CD 
C = kr.CD 
Ö= 1". CD" 


u. 5 Wo 


1a .Kk“, CD‘ 


3 


CkmL C Km dn?u.... + da?” u 





Du kr D’ km dn?u. ROTEN — dn?” u 
und da dieser Ausdruck mit dem Ausdrucke (6.) in $. 157. derselbe sein 


und 


m-1 


m-i 

D‘ 
m-? 
D“ 


m-)3 


D“ 


B 


u. 





Hr m 
DD, 
2} » Nu 
k*.D".D", 
3 7 
k®.D".D", 


8. W. 


= von. (Day. 





b 





’ 
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Aus diesen Gleichungen folgt zunächst D’=C=+ = und es bleibt 


nur noch das Vorzeichen zu bestimmen übrig. Die wirkliche Multiplica- 


tion giebt C=P' | K- | 
dn? o(e, £) 


Zu einem Factor von der Form dn (er2rE a) gehört 








immer ein Factor von der Form dn en u nd, und das Pro- 


duct eines solchen Paares ist immer positiv, da, wenn der erste Factor 
— P+Oi ist, der andere = PT Qi, also das Product = P? 0? ist. 
Factoren anderer Art erhält man aber bei der Specialisirung des Regu- 




















3 . . . . E .. nn 
lators 0 (4,ß) nicht, wenn n eine gerade Zahl ist; daher ist für Mm=—.: 
Mb. an 
= m wid Di= 
m—1 C m—1 pn“ 
STAUB ÄRBIESREUG, — PORIER... 
nen „im—2 EFT k/m—29 
1, m—? C m—? D 
- y 
Wu FR 
Ü tm u. D — m—4 9 
3 3 
m-—3 C m—}3 D“ 
C FOR K/m—6 2. D er Kim 
U. S. We U. S. We 


. . * k’ 
Ist aber n eine ungerade Zahl, so verwandelt sich dn (2%) in in(n.)> Wenn 


man AK— u für u setzt. Die Formel (12.) im $. 157. verwandelt sich 


nun in 
n—! 1 nu rt ] +D- / 2 4 2m4 
ER = D‘’ K'?m dnu Kr And u... dn?tt 
(—1)’ .da(nu) = - 6 j 





GC km C KR da?u...H+ dam u 


und wird sie mit der früheren Formel identificirt, so hat man 


m 


m m—1 m 
D' = m.C ud C=k%.D. C, 
D’ nice - C=kwDuC, 
m—? m 


D’ =mml© - "C= r".Du6, 


[ » . ® - . ” * ® ” = . “ 


m 


1enknl® - 1=KkmD“C. 
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.. NR 1 
Hieraus folgt aber für m = —,—: 
m ? m i 
RR. Bl 
D RE km und Ü a; n kim r) 
m—L 1 m—1 1 1 
a 1 w.2> 7 
D Fi kim} ® C 44 Ü u. n kim? . D ? 
2 et n d —— 1 ; /l 
D — ma . Ü - Ü == mi . D 3 
en 
m. ki mb .. - |: Rn Kin —b ? 
IE S. We. U. S» W. 


Da sich in $. 157. die Formel (6.) in (5.) verwandelt, wenn man 


ku statt u und — statt des Moduls % setzt, so erhält man für ein gerades 


. nn . 
n aus den vorigen Formeln, wenn m = —- gesetzt wird, 





FTORR 1)?. (&) und D=- 1)? (kr, 
B=(1°7.E) BB - De7.(E) .D, 

Ya 4ER m, mr, m m m, 
Be)", () bo Dear 
Eine er Ba N (3) .D 

u. 8% W 1. 5 W., 
und die Formeln (2.) verwandeln sich für ein ungerades n2 in 
D En.l#)" Bee 
= (—1) .n.(2) und 2= (-—I1) —.(G : 
De lee ale Dr 
Zr hi Megan: Diie gr Tr E er D,, 
Di en ( Ay ie erg 1)®. =. (a: D’ 
u. 85 w. | u. 8 W., 


» . I nn 1 - 
in welchen wieder m = —z— ist. Zu denselben Resultaten gelangt man 


auch, wenn man in den Formeln (5.) und (11.) $. 157. u+K-+:K statt u 
k' 


N . 1 u 
setzt, wodurch sich cn% in er verwandelt, und wenn man die hier- 








ik 
Crelle’s Journal d. M, Bd. XIX. Hit. 3, 36 
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durch entstehenden neuen Ausdrücke für en(nw) mit den vorigen wieder 
identifcirt. 


$. 159. 
Vielgliedrige Ausdrücke für en (nu) und dn(nu), am(nu) und Cam(nu), worin z eine 
ungerade Zahl ist, 


n—1t 


Setzt man der Kürze wegen für den Augenblick (—1) ? .anW)= 
und cn“=y, so hat man die Gleichung 





m m—1 m m—1 
— * (D.., "4+.D'.y””"°..+1) = By”t + By”!...+y oder 
= m m—1 
Im Im ) D’ 9m D’ Ym— 1 
(r un. m y er. .t+L ent ir Ei et — = 0. 
B B B B B 


Eine Wurzel dieser Gleichung ist y= cn, und ist cnw’ eine andere Wur- 
zel, so muls en(nw)=cn(nu) sein. Eine Folge hiervon ist, dals nw’ 
von nu um einen Ausdruck von der Form 4. K-+4ß:K’ verschieden 
ist. Man kann aber auch, da ?«(n-+1) und 2ß(n +1) durch 4 theil- 
bar sind, 

nu‘ = nu+?2a(n+1)K+2P(n +1):iK 


setzen, und hieraus folgt 








u“ = u+r2aK-+2Pi u 12 
Also ist 2 
ena’ —= (—1)°t? cn (u 4 EP 


der allgemeine Ausdruck der Wurzeln der obigen Gleichung. Verbindet 
man nun die Werthe «=0, +1, +2, +3, RR en mit ß=0, +1, 
n 


+3, ..%. ER: so erhält man nn Verbindungen, und die ihnen ent- 


sprechenden Werthe von enw‘ sind sämmtlich von einander verschieden. 
Da nun auch 2a +1= nn der Grad der obigen Gleichung ist, so sind die 
genannten Werthe von cenw’ gerade die Wurzeln der obigen Gleichung ; 
die negative Summe dieser Wurzeln ist der Coefhicient der Potenz y”” in 


der obigen Gleichung, und also = — 4 .=. Da nun aber * = n’ nach 


m 


B B 


$. 158, ist, so ist Re 
1. n on (n%) BR 17.8 [-1:* cn (a „rät 





n 
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und es Kann diese Formel auch also dargestellt werden: 


2. 1)? ‚nen (nu) = nu+ 8" ((— 1)°*?en(u+o(a,ß)) + en(u—e(a,ß)]}. 


Auf gleiche Weise erhält man die Formel 


n—1 y 
3. nda(nu) = (—1)?.S [1 an (u + HPA T, 
in welcher, wie in der Formel (1.), die Werthe «=0, +1, +2, +3, ... 


„4 mit den Werthen ß =0, +1, +2, +3, ....+ 2 zu verbin- 
den sind. Es lälst sich diese Formel übrigens auch also darstellen: 
n—1 


4. (—1)° .n.dn(nu) = dna +8" (1) [dn (u+0(2,ß)) + dn(u—(a,P))]}. 


Multiplicirt man die letzte Gleichung mit d% und integrirt jedes Glied, so 





erhält man 
n—1 


5. (—1) ?.am(nu) = amu + S’(—1)P [am(w-Fe (2, ß)) + am (u—0(a,ß))]. 
Vertauscht man in dieser Gleichung « mit ß und zugleich den Modul A 
mit A’, also auch K mit K’, und multiplicirt die Gleichung mit ö, so ver- 
wandelt sie sich in 


As?. X am(nu:;) 
— Fam(wi)+ SI’ (—1) [Lam(ui+ 0(,ß))+R am(wi—e(a,ß))], 


u . 
oder, wenn man = statt vz setzt, in 
n—1 


6. —1)?. X am(nw) 
= Famu+ SI) [8 am(u+ 2, P)) + Lam(u — ea Pl. 


$. 160. 
Zweite Darstellung von su (nu), en (nu) und dn(ru) für ein ungerades z, in der Form 


von Producten. 


In $. 154. sind die Wurzeln der Gleichung 


m—L m—1 


D) D Dr 1 
at ft, arg" team) (2 2" — x” u. + — = 0 
D D D 
n—1 


gefunden worden, in welcher m = * z und 2 eine ungerade Zahl ist. 
n sn > u), 


D 
36 * 


Das von x unabhängige Glied in dieser Gleichung ist — ; oder, 
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n ni n—1 
D=(—1)*’.nk” ist, so ist dieses Glied = — (—1) ? . Das- 


selbe Glied ist aber auch das negative Product aller Wurzeln der Glei- 
chung; daher haben wir 





n—ı nun 





sn(au) = (—1)".k? PN) n{u + 2ER FREE], 
wenn in dem allgemeinen Factor des Productes die Werthe «=0, +1, 
Ina (-) mit den Werthen 2ß=0, +1, #3, ..... + ("7") Ver=- 


bunden werden. Das Product aller aus (—1)* durch Specialisirung entste- 
henden Factoren ist = +1; daher ist 


n—1 nn—1 


l. sau) = (—1)?.k? „P [sn ur )|. 
In $. 154. sind auch die Wurzeln der Gleichung 





m-—l 


2m B 2m— y u D’ „2m 1 
> Are 2 EB dar Aaaagerd na gi a. 
B B B b 
gefunden worden. Das von x unabhängige Glied in dieser Gleichung. ist 
1 3 ni De im 
_1.. ‚ welches sich, da A\= (—1) ? en(nu) und sera Er .n(Z) 
B B 
ist, auf —(#) en (nu) redueirt. Daher ist 


2. on) = Hp [en (3 EN. 


n 
Eben so findet sich 
nn—L 


3. dia) = (-) 7° u P [an (u +2 F2 2X], 


k' 
und in diesen Formeln sind für « und ß dieselben Werthe zu setzen, wie 
in der vorigen Formel (1.). 














Da #27 immer durch 4 theilbar ist, weil ?—!= 2(r-H)r 


ist, wenn na=?2r-+1 gesetzt wird, so kann man die letzte Formel auch 
dadurch aus der vorigen herleiten, dals man ku für % und = statt des 


nn—i nn—1 nn—i 

) en. Tui 1 

Moduls A setzt, wodurch sich (2) in (5) — (> 
Es können die so eben hergeleiteten Formeln auch also dargestellt 


werden: 


2 
) verwandelt. 


n—1 nn—1 





4. sn(nu) = (—1) ?.k* .snu.P‘ [sn (u + 0(0,ß)) sn (u— e(a,ß))], 
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nn—1 


—_ 


5. oanmu)= (#)  „onw.P’ [on (u+ 9(2,ß))- on(u—e(«,B))]; 


nn—1 


Ta 1 1 
6. domu) = (7) .dnu.P'[dn(uw-+2(a,ß)).dn(u— 0(0,ß))]; 
wenn sich P’ zugleich auf die vorigen Vorschriften in Betreff der Specia- 


lisirung des Regulators o(@, ß) beziehet. 
$. 161. 


Ausdrücke von el(nu) für ein gerades und ungerades nz. 


Nach $. 153. ist n°.dn’ (nu) = S’[du’(u + 6(a, ß)) + do’ (u— (a, 2))] 
für ein gerades n. Multiplieirt man diese Gleichung mit du und integrirt, 
so erhält man für ein gerades n: 


4 4 
1.  n.el(nu) = 8‘ [el(u+g(,ß)) + el(u—e(a,ß))] 
und eine Constante ist nicht hinzuzufügen, weil beide Seiten der Gleichung 


für ©=0 verschwinden, Entwickelt man das allgemeine Glied dieses 
vielgliedrigen Ausdrucks, in Anwendung der Formel 


el(u-+.a) + el(u—a) — eu kt sıu enu dnu.sn?a (‘ 65.), 


1— k: sn?a sn?u 





so erhält man, da die Menge der also gefundenen Ausdrücke — ” ist, 


no 


für ein gerades n auch die Formel 


4 
2.  n.el(nu)=n’ele —2%k’snucnu dnu.s| m age) I 


[ — k? sn? o(e, A).sn? u 
Es kann übrigens die Formel (1.) auch also entwickelt werden, dals je- 
des Glied des Ausdrucks in einer reellen Form erscheint. 








Ist n eine ungerade Zahl, so folgt aus der Gleichung 


n’ dn’(nu) = dn’u + S’[dn?’(u+ 6(0, ß)) + dn’ (u—p («,2))] 


auf ähnliche Art die Formel 


3. n.el(nu) = elu+ S’[el(u + g(a,ß)) + ellu— e(a,P))]. 
Die Anzahl der einzelnen Doppelglieder, welche aus dem allgemeinen Gliede 
hinter ‚S’. hergeleitet werden, ist = “ und durch die Entwicklung 
dieser Glieder erhält man 


4. n.ckau) = a. clu— 2A mnucnudan.S | en? (a, P) |: 


1 
t—k:sn?o(e A) su? 
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$. 162. 


Ausdrücke für Iın(zu), wenn rn eine gerade oder eine ungerade ganze Zahl ist. 


Multiplicirt man die Gleichung (1.) $. 161. mit du und integrirt, 
so entsteht 


4 4 
Im(nu) = S'[Im(u +e(a,ß)) + Im(u—e (a, ß))] + const. 
Setzt man, um die Constante zu finden, “= 0 und erwägt, dafs 
Im (— a) = Im(-+ a) ist, so verwandelt sich die Formel für ein gerades n in 


1. Im(nu) = S’ [Im (u + 0(0,ß)) + Im(u—e(a,ß)) — 2.8” [Img (a,ß)]. 

Da Im(u+ a) +Im(u—a) = 2lmu + ?2ima + log (1— k’sn?’a sn’ u) 
nach $. 73. ist und diese Formel > mal angewandt werden muls, so er- 
hält man auch für ein gerades n: 

2.  Im(nu) = n”.Imuw-+logP’[l —%? sn? g(a,ß).sn?u). 

Mit dieser Formel vergleichen wir die in $. 150. für sn(nu) gefundene For- 
mel, Setzen wir darin zunächst @ +2K statt vu, wodurch sn (rn) nicht ver- 
ändert wird, da n eine gerade Zahl, ist, so verwandelt sich 2 snwcnu dn u 


n —ıidıu —iau n duuenu 


in —, .— = — ———; ferner verwandelt sich der Zähler 
k sıu ksnu snu k?: sn’ u 




















u ke —— )» welcher —-—2 Factoren hat, in 


5) 
sn?o(«e,ß) 











N 
pr fi 1 __ . Pf1—R? sn?o(e, P) sn? u) 
ui . ’ 
k” sn? o(a, P) sn -) Ka, tu’ Ton? 0 («, £)] 
und der Nenner P’f1— —— verwandelt sich in 
sn?o (a, f) 


P’/f1—k? sn? o(e %B) sn? ul, 
Kr, sn"" u, P’/[sn? oe, P)] 





also erhält man 





sn (nu) = — nk’snu cnu douw. ui ae. e(« tet Elen? 0(a, A] 
P’/[1—k? sn? og (e, P) sn? ur, H, [sn? 0 (a, al 
Da ferner A —= P’[sn?g(a,ß)]-" und D = P’[sn?o(a, B)]-', also 


4 m--2 
P’Isu?o(«, A A B. > r . 
MESLAEST, ln „= = — 7; Ist, so verwandelt sich die Formel in 
P’|su?o(«, 2)] D 








1 
P/’fI— x? sn? o(e, 2 
sn(nu) = nsnucnudnu. | o(«, }).sn J 





PA? sn? 0 (0, ß).sntu] 
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Der Nenner dieser Formel ist nach $. 157. gleich 1+Dsn u +Dsn' Ren 


...+Dsn”u für ein gerades n; daher kann die Formel (2.) auch also 
dargestellt werden: 


1 2 m 
3. Im(nu) = n’.Imu-+log(1+ Dsn’u+ Dsntw....+ Dsn’” u), 
wom= und r eine gerade Zahl ist. 


Ist n eine ungerade Zahl, und multiplicirt man die Formel (3.) 
$. 160. mit du, so erhält man durch Integriren, 


4. Im(nu) = Imu+S'[Im (u + 0(0,ß)) + Im (u— e(a,ß))] — 2 lm [e(a, P)}; 
und diese Formel verwandelt sich leicht in 
5. Im(nu) = n’.Imu+ logP’fi —R? sn? (0,2) sn? «]. 
(4 ar 1 
n ua BIT PER) 


n 








Da für ein ungerades n, % sn ist, wenn 





2PB+1)+?2P'=n gesetzt wird, so kann die vorige Formel auch also 
dargestellt werden: 
Im (nu) = n Imu-+logP' (1— wi ) 
sn?o (a, ) 
und da das hier vorkommende, durch P’ bezeichnete Product gerade der 
Nenner des Ausdrucks von sn(nu) in Formel (7.) oder in Formel (10.) 


8.157. ist, so ist 
1 2 m 
6. Im(nu) = n’.Imw+log(1-+D sn’u-+ Dsn’u....+Dsn” u), 
wenn in dieser Formel m = mI- und 2 eine ungerade Zahl ist. Diese 


Formel hat also mit derjenigen (3.) für ein gerades n, eine grolse Ueber- 
einstimmung,. 





$. 163. 


Ausdrücke für die Modular -Integrale mit dem Argumente nu und dem Parameter na, 
durch andere mit dem Argumente « und dem Parameter a. 


Ist zuerst n eine gerade Zahl, so ist, der Formel (1.) in $. 162. 
gemäls, der Unterschied 
Im (nu-f-ra) —Im(nu—na) _ 
ä — 


4 4 . 
te(@ ß) | Im@ut+a—e (a B,)) _Im(u—a—o(«, ß)) 
r 2 ag R |- 

















‚ m (uta+o (e, BP) Im(u—a 
" | 2 vo 


2 
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Im (nut na) — Im(nu—na) 





Ferner ist nach $. 116. 2 ze nu .el(n)— S(nu,na); 

sodann 

Im (u ti («,?)) Im(a— +o(a, 4 ’ 
Fern) _ Men) (u+0(BP))ela—S(utra,ß)a). 








Werden diese Werthe substituirt, so verwandelt sich die vorige Glei- 
chung in 
nu.el(na)— S(nu,na) = 


ela[S'(u+2a,ß)) +S u B)I—STS(u+?@P)a)+S(w—gu,B),a)l. 


Der Factor von ela@ in dieser Gleichung ist = > .2u=nnu, indem jede 


Summe S’, = Summanden hat; daher entsteht die Gleichung 
l. S(nwna) 
= nu.el(nay—nnu,ela+S’[S(u+ e(a,ß), a) + S(u — 0(a, B),a)]. 


Substituirt man aber 


Im(a+o(e,®)-+u) _Im(—aFe (a, ß)+u) 
2 2 








= u.cl(a+2(P)) — S(ma+gaß)), 
so erhält man 
nu.el(na)—S©(nu,na) = 

u.S' [el(a+2(a,2)) + el(a—g(a,2))] —S’[S(w,a+2(a,ß))+ Su,a—g(a,ß))]. 
Aufserdem ist, der Formel (1.) $. 161. gemäls, 

nu.el(na) = u.S'[el(a+ 0(8,ß)) + el(a—e(a,P))], 
und wird hiervon die vorige Gleichung subtrahirt, so entsteht: 

2. Sauna) = NS [S(wa+ p (PB) + S(wa— e (a, BP). 

In Anwendung der Gleichung (4.) oder (5.) $. 138. auf (1.) oder (2.) er- 
hält man noch: 


sn? 0 (a, ß) 


4 
1—k? sn? o(«, f) sn?a 


+ logP‘ re: one (m) sn? a 
1 —k? sno (a, P) su? (u a) 
Ze ta At NEN nr 1 
n von er (FELFTER) 





S(nu,na) = n?.&(u,a)— uk? sna cnadna.S“ 











und da k sn ( 


ist, wenn 





n 


2Bß+1)+(2P’+1)= n gesetzt wird, so kann die Gleichung noch etwas 
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einfacher also dargestellt werden: 
3. ©(nu,na) 
en n°.& (u,a) ie u. | 2snacn ae | ” logP’ | / sn? (u4-a) — sn? e(a, e 
sn? a —sn?o(@,f) sn? (u—a) — su? o («, ß) 
Ist aber n eine ungerade Zahl, so ist, der Gleichung (4.) des $. 162. gemäls, 


Im (nu--na) —Im(nu—na) __ — In(u-+ a) — Im (u— a) 
> 9) + 


[2 


y Im (uta+o (e, ß)) Im(u-at0(&, f) Im (uta—o (« B)) Im (u-a—p(e, ß)) 
S | 2 NG r Be Te 2 | i 
Macht man hierin dieselben Substitutionen wie vorhin, so erhält man 

nu.el(na)— S(nu,na) = u.ela— © (u,a)+ 
ela[S’(u-Fe(a,ß)) + (u—2(a,ß))] —S[Stutg (a,B),a) +S(u—g(a,ß),a)]. 
Es ist - Ss’ (u + o(a, B)) + S’(u— (a, B))=(nn—1)u, da jede Summe 


aus m Theilen besteht. Daher erhält man 
4. S(nu,na) = 


nu,el(naa—n’u.ela+S(wa)+ S’[S(u+ 0(a,ß) „a)+ S(uw— (aß »a)]. 


Auf eine ähnliche Weise erhält man noch 





























nu.el(na)— © (nu, na) 
= u.ela— © (ma) +u.S [ella+ gap) + ella—g@P))} 


— 8 (S(wa+g(a,ß)) + S S(wa—e(a,M)]. 
Multiplicirt man aber die Gleichung (3.) des $. 161. mit # und subtrahirt 
davon die vorige Gleichung, so entsteht 
5. S(nuna) = Sua)+ IS (wa+e(a,P)) + S (wa— e(w,ß))]. 
Wendet man wieder die Formel 


S(u,a+b)+ &(ua—b) 














ne snacenadnasn?b 1 — k? sn? b sn? “Er 
um 2 
“ER Sa a)— — k? su?a sn? b a Fr k* sn? b su? (u— des $. 138. 
a “ 
und dieselbe 5 mal an, so erhält man 
2 
sn?o(a, f) 


S(nu,na) = n’,©(ua)— uk? snaenadna.S 
1— k? sn? o(a,f) su?a 
— logP' Fans me (aß) sn? (u+- a) 
1—k: no (g, P) su? (u— a) 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 3. 37 














282 12. Gudermann, Theorie der Nlod.- Funct. und der Mod, Tntegr. . 16%. 








. urn , et?pfiK 1 
Und da für ein ungerades n, k sn ( ) = IELESERZI] 5 


rn 
wenn (2ß+1)-+2P’= n gesetzt wird, so erhält man, noch etwas einfacher: 
6. S(nu,na) 
i 
de 2snacnadua sn? (uta) — sıto @ P) 
= n.So(ua)-+ u.s| — log Br > 1 ® ih 
sn? a— sn? o(«,f) sn? (u— a) — sn? ol, A) 


Diese Formel, in welcher n eine ungerade Zahl ist, ist der Formel (3.) | 


ıst 
n ’ 











. * 
für ein gerades n wieder sehr ähnlich; nur dals jetzt der Regulator o(a,?), 
dem $. 157. gemäls, anders specialisirt werden muls. 


Differenzial - Gleichungen zur Bestimmung des Zählers and Nenwers des Ausdrucks von 
su (nu) für em ungerades n, 


Setzt man = yY%k.snu und X = yk.sn/nu), so verwandelt sich, 


* ” . 1 . .,. - 4 Er | 
wenn n eine ungerade Zahl ist, z in — und gleichzeitig X in x; wenn 
b x - 


—1 


1) » 


A 








hg > 7. . nn 
man u +?KÄ’ statt u setzt. Nimmt man wieder n = setzt 


n—I 


ie l ? m 
... extex? +cer®...tcer"t! 
—1)7.x0 Set Hert...te 
atax?taxt...t+ax” 





’ 


» [7 . [3 1 - 1 “.. 
und verwandelt gleichzeitig x in — und X in y, #0 erhält man 
f 4 2 
nt m e. j de 0 mi 
/ .- 0 BT oo U ar A 
—1) = m mi b) 





0 
ce —+ c #%....+ 02°" 
ri Is) 


und dieser Ausdruck wird derselbe mit dem vorigen, wenn man c=a, 
De | t 


ce =qa u.8. W. Setzt. Daon ist aber 





ie 17 


m m-1 m--2 
1) 7 act ax’ + axr....+ax"t! 
GRSEn .c — 


v i 2 m 
atax? + axt...tax”” 
Da nun nach $. 157. (Formel 10.) 





i p) re 
we zVk(nu+Am’utAsudu.... + Ast‘) 
> a 2 m 

1+Dsu?u+-Dsntu....+D IT) 





ist, oder auch 
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n(z Haetiet j £ aintı) 
Yıaz kr 
D Ir m F 
D 
ME POL DDR 20 
so hat man unter anderen: 
"r n—i n—t m m m 
a vr — nÄ D 
= (-YD’n; N)’ = wm =... 
a k k 


n—1 == 
Der mittleren Gleichung gemäls ist A= CE Ya _ ‚„ wie in $. 152., und 


m 


“ . a 2 ”. * u . 
die beiden Werthe von — stimmen überein, wenn man D=n’. A nimnt; 
a 


wie in $. 152, 
Der Coeffcient @ kann noch willkürlich gewählt und =1 gesetzt 
werden, Dann ist 


n—1i fi in 
1. Kine), EEE PET EN dt =; 


1+ 7 sat ta" 





Setzen wir also 
m m-i m-?2 
U =urta® tar... +..”tr, 
i 2 m 
u ae? 5 2 
V= 1+taxr +axr...+arX”, 
n—1 


so it X= (—1)’. 4 


‚ 1 
7° Setzen wir — statt x, so verwandelt sich 


m m-i 
1 a 1 4 
U ın en en und 
1 


1... a a U 
1} ınm I+ —...4+ Zemfi® 


Aus der Gleichung x = yYAk.snu folgt dx —= Yk.onu.dou.ödu 


= yYk.yYl(ı-)a-kar)].ou, also Ou = 77 VERS wenn 
ein Zu 


l 


gern 








= gesetzt wird, 


2 m 
Der Nenner 1+ jr ı+axrr...+axr” = V ist einerlei mit 
2 m 
1-+ D sn’# + D sn'u....+D sn”"u und also nach Formel (3.) $. 162, 
Im(nu) — n’Imu = logV. 


Differenziiren wir diese Gleichung zweimal nach einander, so erhalten wir 
37* 
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alas?) s(? en) 
2 2 6 du 212 fen? 2 ou 
n” (dn’ (nu) — dn’u) = EpR ‚ oder n’Ä’(sn’«—sn (na)) = — —; 


also 











ö loa 
(7) 
ou U? 
) Burn TE — DT " 
2. "ka — I) = pn = nk(x 7): 
Setzt man in dieser Gleichung +K’ statt w, so bleibt du ungeändert, 
aber logV verwandelt sich in logU—(2m-+1)logx; daher verwandelt 


sich die Gleichung (2.) in 























0 Fe) R (© ir s, 
nk (7 —-;) = 57 — (Im-+1). 57 „ oder 
ati, 25 (ge) 
3. nk (- ran -) = ee — (?m-+1). durr 


Entwickeln wir nun noch die in diesen Gleichungen vorkommenden 
Differenzial - Verhältnisse. 
Ä Es ist OlogV = en also nf er =yKk. ee, 
also ii 
= 
vk.| = et) . Fa en Ya +2)oV)) | 


ir 2) 


en 
ch. Bl 20 7 PL (— 2ax +22?) , 9? 7? 1—2ax? 4x 
: Fu v 0x V Ox: ° y: . 
Wird dieser Werth in der Gleichung (2.) substituirt, so verwandelt sie sich in 
Er kaheeihei u ER (2art2r) 09° 1-2danrtat _ 0 (= A 
0x” V oa V 0x:' V: Y: 
oder auch in 


AL A 00 1,20 ; n 1 
4 (VI 5 Z)1- 2ax’tar) 42V. 7 ac+2) = (VUN), 


Barmer int Olog se x _VRVA—2ar? —+-x*) 


dou  2.0u oc ; 
% „en Vk z(—2ax-+2x3)0x ] 
ö( 2? LY(l—-2ax2?+ xt) AU nl ludt, 2.60 Sn 












































also ıst 














du 
(2) 
1 \ au in i 1 
un area) — (2a +e)) = 8 m 
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und wie vorher findet man 











eU 2 AT 
a(@ log ) (u U OU OU oT. BE eu-hat) 
1 SE oz? dx'0x ne 4 x 
1 u rt En —. 


Werden diese Werthe in der Gleichung (3.) substituirt, und beachtet man, 
dafs Qm-+1=n? ist, so hat man 


n? N | 0?U OU BU\(I-2aex?-+x*) we oU (-@x+.0°) ) 
re he 0x 5) U: -— + +2U.Z. 1? 5 














oc? U: 
oder 





OU 0U OU U ; 
5. (U. -555,) A-2ur’tar) + 2U. U (-urt 2) = n (Ur :_.v, 


Vertauscht man in dieser Gleichung U mit V, so erhält man eine Glei- 
chung, welche mit der Gleichung (4.) ganz dieselbe ist; wie es im Voraus 
zu erwarten war. 


Aus der Gleichung A=yk.sn (nu) folgt oe X—=n.Ouyk.en(nu)dn(nu), 


OX vlG-5) a2] "U 


oder „— —=n /G-3) ae] ' und dd A=(—1)'.,;, also 


n—1 
— VOU-—-UorV 
Xu, ; 








ist, so erhält man 














V: 
N rau-uor Ma )er-en] 
(1) 0x zu en oder 
n—1 
or A ou oV F*— 2aU? Pr U: 
4. (—1) (vr. U: > n.y 1—2aox:+xt , 


Man kann aus den nun he Gleichungen einmal V und dann 
U eliminiren und erhält dadurch eine Differenzial- Gleichung zur Bestim- 
mung von U und eine zur Bestimmung von V; indessen ist die combinirte 


Anwendung der Gleichungen (4.) und 6.) zweckmälsiger, wenn es sich 
q 


darum handelt, die Coefficienten a, a, di; PR. a in den Ausdrücken V und 
W zu berechnen. Es hält nicht schwer, die dazu dienenden Recursions- 
formeln aus den Gleichungen (4.) und (5.) herzuleiten, indem man für U 
und V die arithmetischen Formen selbst substituirt. Da die Ausdrücke der 
unbekannten Coefficienten aber im Fortgange sehr zusammengesetzt wer- 
den und die Anwendung der zu findenden Resultate selten oder gar nicht 
nöthig ist, so wird es hinreichend sein, hier den Weg gezeigt zu haben, 


auf welchem die allgemeinen Ausdrücke von a, 4, a etc. gefunden wer- 
den können. ( Die Fortsetzung folgt. ) 




















n 
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13. 
v . w “ r . d’ 
Note sur lintegration de l’equation Ta =x”.y par des 
integrales d£finies. 
(Par E. E. Kummer, Dr. en phil, ä Liegoitz.) 








Dans un m&moire de ce Journal tome XVH. page 371 M. Lobatto a pro- 
pose cette Equation diffErentielle comme un objet de recherches utiles aux 
progres de lanalyse. Ü’est par cette raison, que j’exposerai ici en peu de 
n 2 . . ee , . . 
mots un resultat qui servira A int@grer cette dquation par des integrales 
definies, toutes-les-fois que Fexposant m est un nombre entier positif, 
Soit s—=%/(x) lintegrale complete de l’Equation - 
d"+i z 
1. er — 
dat 
je dis qu’on aura l’integrale complete de l’&quation semblable 


d"y 
2. — ri h 
ur » J 





* (4 „. , - 1 2 | ’p . 
exprimee par Vintegrale deiinie 
„tr 


n BE u ER 7 
3, y — / u”'e m+ . vr u) du, 


v”0 
en 6tablissant une Equation de condition conyenable entre les n-+-1 con- 
stantes arbitraires de l’equation (1.). 

Pour d@montrer cela je diflereneie l’&quation (2.), ce qui donne 
Le 


dy 
dat um er, ep + ne”, Y. 


dy d"ti, 4:0 
7, et janft, tires de 


l’equation (3.) et observant que l’&quation (1.) donne 


Substituant dans cette- &quation les valeurs de y, 


Tv) _ zungen), 


mtr 


»% er 
5, E ai / FT Ta Be ‚e m + . ız (x.U) du 
,/ 0 


umtn amt? 


= ai — 


FR ef u”.e "rt" 1 zu)du+ m ur fe u”rhe "tr zu) du. 
































. s .. , « 4 da" Yy er m ’ £ di I a ’ 
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La legitimite de cette Equation se demontre facilement au moyen d’une simple 
. mn 
u 





diff@rentiation de la quantite u”.e "#",Y(zu) par rapport ä la variable , 
d’ou Von tire 


mtr mtr 
d E; "rayau)) = mu”,e "t". (zu) du 
art” „mtr 











— uti,e "tr, ,,(zu) du+ x.u”r.e "t"y (zu) du. 
Cette Equation, etant multiplide par x””' et integree entre les limites O 
et ©, donne precisement l’&quation (5.). De lä suit que la valeur don- 
nee de y est l’integrale complete de l’&quation (4.) et par cons&dquent elle 
exprimera aussi lintegrale complete de l’@quation (2.), si les n-+1 con- 
stantes arbitraires qu’elle contient, satisfont ä une certaine @quation de 

condition, qu’on trouvera facilement dans chaque cas particulier. 
L’application repetee du theoreme que nous venons de demontrer - 
donne successivement les int@grales de l’&quation proposee pour les cas 
m=1, m=?2, m=3 etc., au moyen de l’integrale connue de l’Equation 
d"”z 
da” 





—=z. Si l’on designe cette integrale par Y(n,x), ainsi que 
Ir Ani An—I)mi 


Y(n,r) — (er +C, exe" 1 C, er.” -r o... =u C,_ı er " ' 


on aura l’integrale de l’equation 








d”y 
a ER 
art! 
Ba 
y =/ e "+ (n+1,ru) du, 
0 
‚ : ie 
et observant qu’on doit avoir — = 0 pour 2=0, on trouve l’equa- 
tion de condition 
?ri 4rri Yrıri 


CHE Ft CH. He = 0, 
ce qui s’accorde avec le resultat que Mr. Jacob? a donne dans ce journal 
tome X. page 279. 
Pour le cas m» =? on aura l’integrale de l’Eqnation 


u STETERE PRR 
' Ir = ar: 


2 2 
u"t? + „+? 


y =/ [ve "+2 „yin+2%, ur) du.dv, 











r .. [4 ». in Y « > 
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u Er, d"+1y 
’ . — 3 GG un 
et parcequon doit avoir a 0 et ar = O0 pour z=0, on aura 





dans ce cas les deux @quations de condition 
?ri 4rri _2(r+i)ri 


C+e "OO +0. CO, +..tre. #* CO = 0, 


_ mi = Si 4 (n+) ori 
) n.+2 fg we Du 
C+e'"tÜ,-te "Oo, +....te "RR U e0, 
De la möme maniere on trouve lintegrale de l’&quation 
d"y 3 
== 2°, Y: 
dx" W 
ut+3 A‘ „+3 +,"r3 


DD n% E- Kai 2 
yo [ / F v.w.e pP .Y(n-+3, zuvw) dudv dw 
J/UVY/UN () 


avec les trois @quations de condition 














_ mi BE _ Ant) mi 
C+e '?O+e'’"O,+...te "#7 Chr =0, 
_ ri _ Sri ti 
C+e '"?O,+e'’t?C,+...+e "7 CGr=0, 
_ Sri _Mni _6(n+2%) ni 
u + e wo. C, _ e m. G, + .... -r e . CO, u 0. 
d"y ‚m 





En continuant ainsi, on trouvera les integrales de l’&quation a ma"y 


pour toutes les valeurs entieres et positives de l’exposant m. 
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14. 


Theorie der symmetrischen Functionen der Wurzeln 
einer Gleichung. Allgemeine Sätze über Congruenzen 
nebst einigen Anwendungen derselben. 


(Von Theodor Schönemann zu Berlin.) 


(Schlufs der Abhandlung No. 11. im vorigen Heft.) 





Anwendung des Vorhergehenden auf die Zahlen- Theorie. 





Wir fanden so eben den Coefhicienten von &, Aa, +». 4, gleich 
1.2.3....m—1 
PETE 
trische Function der Wurzeln der Gleichung z? —1 = 0 ist, so mußs er 
nach $. 2. eine ganze Zahl sein. Hiervon kann man sich nun auch leicht 
auf anderem Wege überführen. Es ist nämlich a +v-+e-+.... entweder 
kleiner als m oder gleich m; für den ersten Fall ist aus der Lehre der 





(—1)""'. Da dieser Ausdruck eine symme- 





Combinationen bekannt, dafs EN BER AN Bew eine ganze Zahl 


sei. Für den zweiten Fall mögen x Elemente a, gleich a,, y Elemente «a, 
gleich a,, z Elemente a, gleich a, etc. werden, so wird y= ur + wy-+ez+... 
werden, also auch durch den grölsten gemeinschaftlichen Theiler von Ik; 


y, e etc, der durch 0 bezeichnet werden mag, theilbar sein. Ich behaupte 


1.2....u+r+o—1 R ; a 
nun Ö N" 5 75 Be werde eine ganze Zahl sein. Um dies zu 





- 





beweisen setze man 1,2... 2 2? nachdem man es auf sei- 


. ’ I & ö 
nen kleinsten Nenner gebracht, gleich x Es folgt nun leicht, dafs u 2, 
= oe 
‚Kr ek 
ler von (, v, g etc. sein. Da aber der grülste gemeinschaftliche Theiler 
Crelle’s Journal d. M. Bu. XIX. Hft.4, 38 


etc. ganze Zahlen sein werden. Es mufs folglich K ein Thei- 
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dieser Zahlen Ö ist, so mufls K ein Theiler von d, demnach pi und da- 


1.2...» tr +o—1 
Be ve Dr FERRE FE DD 





her auch p -—; ebenfalls eine gauze Zahl sein. 


Kehren wir uns jetzt wieder zur Betrachtung des Coefhicienten von 
Pr” in der Entwicklung des $.4. Wir fanden das allgemeine Glied 


dieser Coefficienten gleich a ee wo + 
Q2+....4 a, gleich kp war. Wurden nun »—m Elemente a, die mit 


Apmtig Apemz23 **«« A) bezeichnet werden mögen, gleich O, oder Viel- 


tt... Ha, 


fache von p, so ging «u P’P jn ein bestimmtes Vielfaches 


austritt nn 





von u über, Dieser Ausdruck war aber nach sei- 
ner jetzigen Bedeutung gleich 

yıı m] 1 
P [in — N Oman tl) 2 IA 5 1.2....9.1.2....0° 


wo {, Y, g etc. andeuten wie viele unter den Elementen a, , Q, .... Am 
als gleich zu achten sind. Da der in Klammern eingeschlossene Ausdruck 


als symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung 2 —1 =0, eine 


te 
ganze Zahl sein muls, so wird offenbar za ra Pete ein Viel- 


faches von p sein, wenn nicht 1.2....%.1.2....9.1.2...g in 1.2.3... 


übergeht. Für diesen Fall, wa =a=a,....a, werden mülste, findet 


0,5, +:....F+a,5 . . 
man den Werth von Zu '" +%%7 4, Setzen wir nun voraus, die 


Coefficienten der ursprünglichen Gleichung a,, @, .... a, seien ganze 
Zahlen, und bezeichnen wir die Gleichung für die »' Potenzen der Wur- 
zeln dieser Gleichung durch "+ b5,2""+....d),=0, so folgt dals b,, 
by, »... d,, nach dem Theiler p, dieselben Reste wie «4, &, .... a) las- 


sen werden, oder dafs im Allgemeinen «a, = b, (mod.p) sei. — Wäre 
die vorliegende Gleichung (x +1) = x" +ax"+..+1=0, wo a eine 
ganze positive Zahl bedeutet, so mülste die Gleichung für die p'* Poten- 
zen der Wurzeln dieser Gleichung von der Form z#°+ (a +p A)z""-+.... 
=( sein. Man sieht aber auch unmittelbar ein, jene Gleichung werde 
z+H1 =:’"+as"+...+1=0 sein, wenn p eine ungerade Primzahl 
bedeutet. Aus der Vergleichung der ersten Coefficienten beider Gleichun- 
gen findet man «= a’+pA; oder, da A eine ganze Zahl bedeutet, 
a= a’ (mod. p). Der Fermatsche Satz: dals a" = 1 (mod.p) sei, wenn 
a nicht =0 (mod.p) ist, folgt unmittelbar aus jener Congruenz» 
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Wendet man nun das erhaltene Resultat auf die obige Congruenz 


b„=d, (mod.p) an, so erhält man „= «a, (med.p). Wir können 
demnach folgenden ganz allgemeinen Satz aufstellen: 

Die Gleichuug für die p'" Potenzen der Wurzeln einer gegebenen 
Gleichung x" + a,0""!+....}+a,, deren Coefücienten ganze Zablen sind, 
ist ia ihren entsprechenden Coefhcienten, denen der gegebenen Gleichung 


nach dem Modul » congruent, wenn p eine Primzahl ist. 


£ £ .. » E .. .. > 
Um aus dem Werthe von Zu" +» tt mim einige für die 


Lehre der Congruenzen interessante Folgerungen zu ziehen, wollen wie 


diesem Ausdruck eine andere Form geben. Bedeutet also p eine Prim- 


. 0, ++... +, . 
zahl, so bemerken wir zuerst, dals Zu '"'" ” tr #omim seinen Werth 


nicht ändern werde, wenn man statt « irgend eine ganze Potenz dieses 
Ausdrucks setzt, wenn der zugehörige Exponent nicht durch p aufgeht; 
denn auch diese wird eine primitive Wurzel der Gleichung = —1=0 
sein. Setzt man also nach der Reihe in jedes einzelne Glied jener Summe 
für & auch ua’, a’, a, .... a’! und addirt alle diese Ausdrücke, so wird 


—1) Bu" tritt 


man (p erhalten. Jeder einzelne Ausdruck 


& 5 E 
Pe str. r.. + Anm aber wird zu den übrigen (p u) 2) Ausdrücken 


%a,: RR 12 U 3la,dı, +... +a„5, —ll(a,$ En 
ja sr Famtn) I ah + a 3 ( Fr * ad. 


dirt, gleich —1 werden, wenn adt% et... + an nicht durch » 
aufgeht, und gleich y—1, wenn dieser Ausdruck durch 9 aufgeht. Nennt 
man jetzt 9 die Zahl, welche anzeigt wie oft wett... ta,F, 
durch p aufgehen kann, indem man für die Zahlen £ verschiedene Werthe 
aus der Zahlenreihe O, 1, 2, .... p—1 einsetzt, so erhält man 


NZ ndn  — (pp1.Pp2. pm) +g+p-0g 
= — (p.p—1.p—2..p-m+1)+pg. 

Es giebt nämlich so viele verschiedene Ausdrücke von der Form a,}, 

+9&+-...H+a„&,, als man » Elemente, nämlich 0, I, 2, ,...p—1, 

zu m combiniren und dann ‚permutiren kann. Diese Zahl ist aber be- 

kanutlich 9. —1.p—2...p—m-J1. Alle jene Zahlen als Exponenten 

zu a, 0, 0°, .... aPr! gesetzt geben die Summe jener Ausdrücke nun 


offenbar gleich — (p.p —1,P —2,...p—m-+1)+pg. Setzt man nun für 


Sa treht. 49m Em seinen früher gefundenen Werth, so kann man 


also leicht 4 bestimmen. Bezeichnen wir mit Q die Zahl der Fälle, in denen 
38 * 
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ut tm it... + a.&m durch P theilbar werden kann, un- 
ter der Voraussetzung, dals die Lösungen der unbestimmten Congruenz 
atmet: Am&Em = 0 (mod. p), die durch Vertauschung der gleichen 
Elemente a hervorgebracht werden, nur für eine zählen, so wird 4 offenbar 
1.2snoofiele2...V.1.2....gQ, wo A, v, g etc. andeuten, wie viele unter 
den Elementen a als gleich zu achten sind. Geht nun , +9, +0, +....+a, 


nicht durch p auf, so wird nach dem Obigen Sa tiste tamim 


gleich O0; wir erhalten demnach 0 = — (».p —1.pP —2... EEE 
bogen dig wit ot a P=2... pm 

oder g=p—1.p—2.p—3....p—m+1 und = By"yX RL BEROT" VIE nr”. 

das heilst also, die Anzahl der verschiedenen ka der Congruenz 


vatmätet amdm (mod. p) ist gleich „ er er . 
wenn u +m+....+a, nicht =0 (mod. p) und m nicht gröfser als p 
st, ferner in jeder einzelnen Lösung die Zahlen & unter einander ver- 
schieden sein sollen, und u, v, g etc. die Anzahl der unter einander glei- 
chen Elemente a andeuten. Geht 1a +0. + ....+ a, durch p auf, aber keine 


ra, it+.... + 








mm 


kleinere Anzahl dieser Elemente, so fanden wir oben &« 
= 9.1.2.3...m—1(—1)”", wir erhalten folglich für diesen Fall 
pp—1.1.2.3...m —1(—1)”"" = —(p.p—1..p—m+1)+pg oder 
g= (p—1.p—2.... p—m+1)+1.2 ae —1 und 


LER p—1.p—2...p— m+1 u, —1.1— 22% 
ven ; Wr: DE" VOR TOE RR” De De ae stıI2 SR. ka 4 En Di 50 1)”, Die 


Anzahl der verschiedenen Falken der Cinzriliesi vs 0, Et. +an&, 
p—1.p—?.. 2 en 2,3. —1.7r— N Ze 
1.2....u.1.2....9.1.2..  TIH- FI. umk.2.. 5 1) 


wenn 4, ++... a, = 0 ek „ ist, aber die Bussnit . kleine- 
ren Anzahl von den Zahlen a nicht durch 2 aufgeht. 














beträgt also 


Diese Sätze sind um so merkwürdiger, da sie wesentlich mit der 
Natur der Primzahlen zusammenhängen und zu gleicher Zeit auf die eigent- 
lichen Elemente einer Untersuchung über unbestimmte Congruenzen des 
ersten Grades hinweisen. Da uns indessen ein tieferes Eingehen in die- 
selbe hier zu weit führen würde, so gehen wir sogleich zu dem folgen- 
den Hauptsatz dieser Untersuchung über, 
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$. 5. 
Lehrsatz. Wenn eine Gleichung vom n'” Grade 
=" ta&! +2"? 4..+40,=0, 
deren Coeffhicienten @,, 4, .... a, alle ganze Zahlen sind, die Summe der 
(p—1)'* Potenzen ihrer Wurzeln, die Summe der 2(p—1)'* Potenzen 
ihrer Wurzeln, ...., bis endlich die Summe der n(p —1)'“ Potenzen ihrer 
Wurzeln, jede einzeln congruent 2 (mod. p) ergiebt, und p ist eine Prim« 
zahl, von der wir zuerst voraussetzen, dals sie grölser als n sei, so hat die 
Gleichung, als Congruenz nach dem Modul p aufgefalst, 2 reelle Wurzeln. 


Beweis. Bezeichnet man die 2 Wurzeln obiger Gleichung mit 
X, Xay ver. &,, 80 erhält man nach der Annahme 


x + ER +..+ı' =n+yP 

zen 2 + ... » en: n--YıP» 

EL nt, 
Wo Yıy Yıy +. .+ Yn ganze Zahlen bedeuten. Verschwänden nun alle 
durch y bezeichnete Zahlen, so würde aus dem System jener Gleichun- 
gen folgen, dafs jedes x der Gleichung (z?”""—1)" = 0 genügen müsse; 
denn die Wurzeln dieser Gleichung entsprechen dem obigen System von 
Gleichungen, wenn die Zahlen y in ihnen verschwinden; daher folgt auch 
umgekehrt, da obige Ausdrücke die Gleichung vom n'" Grade für die Wur- 


zeln ©), 2 ,.... x, vollständig bestimmen, dafs diese Gleichung mit 
der Gleichung (x’='—1)" übereinstimme. Verschwinden nun aber die 
verschiedenen Zahlen y nicht, und man denkt sich die Coefficienten von 
der Gleichung der (p—1)'” Potenzen der Wurzeln der Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung entwickelt, so folgt, dafs die Goeflicienten dieser Glei- 
chung, die wir durch D(xzP”')=0 bezeichnen wollen, den entsprechenden 
Coefficienten der Gleichung (z?”"—1)"= 0 nach dem Modul p congruent 
sein werden. Denn die Bestimmung der Coeffhicienten einer Gleichung 
aus den Potenz-Summen hat für die, Gongruenzen denselben Sinn wie 
für die Gleichungen; da jedoch bei der Bestimmung eines Coefficienten 
einer (na—%)"" Potenz der Unbekannten durch die Summen der ersten, 
zweiten, .... %'" Potenzen der Wurzeln der Gleichung, die Nenner 
1, 2, »... % in die Rechnung treten, so setzen wir n, folglich auch n—k 
kleiner als », weil bei einer ganzen Zahl, die unter der Form eines Bruchs 
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erscheint, in dessen Nenner auch » als Factor eintritt, der kleinste Rest 
dieses Bruchs nach dem Modul p nicht ungeändert bleibt, wenn man die 
Zahlen im Zähler um beliebige Vielfache von p verringert oder vermehrt, 
Da wir jedoch p >n angenommen haben, so folgt aus dem Vorigen 
dar) = (Hp ++ nee), 
wo b,, b,_13 +++. d, ganze Zahlen oder O bedeuten. 
ar —1 
a1 
durch ß,, Bay +++ Pp-a, So folgt aus $. 3. folgende Gleichung: 
Kar) = (v— 1) — Ba) — Br)... a—P,_ıX)» 
(— 2) — Pr) 2 — Bar)... (8 B,.0). 


Bezeichnen wir nun die p—? Wurzeln der Gleichung =(, 





(x—x,) 2 — Pa.) 2 —B:%X,)::» (c—ßB,.2.) 
Da die Wurzeln der Congruenz <’"'—1==0 (mod. p), die Zahlen 1, 2, 
3,0... p—1 sind, so müssen die Coeflicienten der Entwicklung von 
(x — x) a — Ba) .,..(e—P,nrı) und die entsprechenden der Entwick» 
lung von («—x,)(e—2x,)(e-—-38,).,..(e—(p—1)x,) nach dem Mo- 
dul p conpgruent sein. Man erhält demnach folgende Gleichung 

(— 2) —PBır) ae — Br)... (a — Bor) = 
(— x)(e — 28) ....(e—(p—1)a)+plo- 27" +0,.2”xc+ete], 
Wo £C,-ı 5 Cp-2 etc. ganze Zahlen oder O bedeuten. Eben so erhält man 
(e—2)(e— Pır).... (2—P,-: x;) 

= («—2)(# — 2%)... (pP) +P (5-1 + or” + etc.) 
und ähnliche Gleichungen für x;, 245 ++++ X» 

Denkt man sich nun alle diese Ausdrücke für #,, &, -... x, un- 
ter einander geschrieben, und multiplieirt alle rechten Seiten dieser Glei- 
chungen in einander, so wird das Product eine symmetrische Function 
von X, Kr, ++. 2, sein; folglich wird jede Potenz von x mit einem 
ganzen symmetrischen Ausdruck von x, &25 »+,. X, verbunden sein, der 
also nach $. 3. durch eine ganze Zahl sich wird darstellen lassen. Aus 
der Bildung dieses Products leuchtet aber auch ein, dafs die Coefhcienten 
desselben, den entsprechenden des Products 

(ee — x) (2 —?I2,)......(&—(p—1)z) 
(2 —x,)(e —22)......(a—(p—1)2;) 


(—x,), 2 —2x,)...»,» Metal) 
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nach dem Modul » congruent sein werde. Dies letzte Product besteht 
aber auch, wenn man die in den Verticalreihen stehenden Factoren ver- 
einigt, aus folgenden Factoren: 


+ ae + ar +t....ta]. 
[x" +24" + a2” +...+%a,]. 
X" +32 "+3,20 +....+3"a,]. 





[x" + (p-NDax"’+ (PN +... +(p-N"a,]. 

Demnach erhalten wir nun schlief[slich 

Par) = (e—1)"+p(b,+ 5,12" +b,.ar”+ete) = 
[x" + a2" + a2" °+....+ 4]. 
[x" +2a2"7" +7,20" +...+%a]. 
[x&"+3a,20"7"+3’a,2””+....+3”a,]. 


[x"+(p-NMDae+p-N’a2"?+....+(p-1)"a,] 
+p(d, (p—1) + d, (p—1)}—1 + d, (pl) —2 x” -+ etc.], 
wo die Buchstaben d ganze Zahlen bedeuten. 


Der erste Ausdruck für P(xP”') ist nun, wenn x irgend eine ganze 
Zahl x, bedeutet, die durch p nicht aufgeht, durch » theilbar, folglich 
muls es auch für diesen Fall der zweite Ausdruck für ®(xP-'!) werden, 
daher mufs irgend ein Factor &" + ua, 2”"""+....+w"a,, wo u eine der 
Zahlen 1, 2, 3, .... 9—1 bedeutet, für «= x, nach dem Modul » congruent 
0 werden. Hat aber die Gongruenz &" + ua,2”"+....+ "a, = 0 (mod. p) 
die Wurzel x,, und bestimmt man &, so, dafs x&,=w&, (mod. p) ist, so 
folgert man leicht, dafs &, eine Wurzel der Congruenz 
=" a2" +2" +...+0a, = 0 (mod. p) 
sein werde. Wir erhalten demnach die Gleichung 
task +08” + ...ta,= ep, 
wo e eine ganze Zahl bedeutet. Zieht man diese Gleichung von 
=" +ax""+020”""”4+....+ua, = 0 
ab, so sieht man leicht, dals das Resultat sich werde auf die Form 
-H@t+khat..tkn)—ep = 0 
bringen lassen, wo Ä,, Ar, »... A,., ganze Zahlen bedeuten, die von 
G,5 d2 5 v2... 4,_, und von £, abhängen. Es ist aber offenbar, dafs die 
symmetrischen ganzen Functionen der Wurzeln der Gleichungen 
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(z—E) a" + Aha" t... +, )—ep=0 und 
(—E)(a"" +... +%k_) = 0, 
nach dem Modul p congruent sein müssen; denn die entsprechenden Coef- 
fiienten in beiden Gleichungen, von welchen jene ganze Functionen sind, 
stimmen nach dem Modul p überein. Da also auch die verschiedenen 
Potenzsummen der Wurzeln beider Gleichungen nach dem Modul p con- 
gruent sein müssen, und &{ ==1 (mod. p), so werden auch die Potenz- 
summen der Wurzeln der Gleichung =" + ka"? +...+An\= 0, 
wenn sie zu einem Exponenten gebören, der ein geringeres Vielfaches 
von p—1 ist als n anzeigt, nach dem Modul 9 congruent n—1 sein müs- 
sen. Demnach wird nach dem Vorigen die Congruenz 
+ hat... th, = 0 (mod.p) 

wenigstens wieder eine reelle Wurzel haben, die auch offenbar eine Wur- 
zel der Congruenz "+ ama""+....+@,= 0 (mod. p) sein wird. 
Durch fortgesetzte Anwendung derselben Schlulsfolge beweist man leicht, 
dals die vorliegende Congruenz, unter den vorausgesetzten Bedingungen 
n reelle Wurzeln haben werde, oder dals «"+a,2”"""+....+a, sich 
werde auf die Form («—&,) (x — 8.) ...(2—&) + PB "+ ß.x"°? +...) 
zurückführen lassen, wo &ı, &3 «+++ & und ß,, ß,, etc. ganze Zahlen 
bedeuten. 

Ich behaupte nun, dals die Realität der Wurzeln der Congruenz 
x" +ax""+....+4, =0 (mod. p) schon durch die Aussage bestimmt 
sei, dals die Summe der (» — 1)” Potenzen der Wurzeln der Gleichung 
x"+ a,2”"+....+0,=0, so wie dieSumme der ?(p—1)", 3(p—1)'”, ... 
... (a—1)(p—1)” Potenzen dieser Wurzeln congruent Rn sei, wenn q, 
nicht = 0 (mod. p) ist. Es folgt nämlich, wie vorher, dafs die (n—1) er- 
sten Coefficienten von ®(x””') mit den (n—1) ersten Coefficienten von 
(xP='—1)" nach dem Modul p congruent sein werden. Aus der 2" Dar- 
stellung von P(x””) folgt aber, dals der letzte Coeflicient jener Entwick- 
lung = (1.2.3... —1)"a”” (mod. p) sein müsse. Diese Zahl ist aber 


nach dem Fermatschen und W*lsonschen Satze = (—1)* (mod. p), wenn 
a, nicht =0 (mod. p). Demnach stimmt also auch der letzte Coefficient 
von ®(x”') mit dem letzten der Entwicklung von (zP”'—1)" überein, 
Da also auch für diesen Fall die erste Form von P(xP”') gerechtfertigt 
ist, so folgt alles wie vorher. Zugleich ist ersichtlich, dafs der ausge- 
sprochene Satz sich auch auf Congruenzen vom p“" Grade erstrecke., Denn 














. 
SE 











14. Schömemann, über symmelrische Functionen und Congruenzen. 297 


bei der Bestimmung der (p—1) ersten Coefücienten von D(xP”') durch 
die Potenzsummen können nur Nenner eintreten, die kleiner als p sind, 
und der letzte Coefficient mufs, wie eben gezeigt, von selbst mit dem letz» 
ten Coefficienten von (z?”"—1)?’ nach dem Modul » copgruent werden, 


Es sei nun % oder der Grad der Gleichung kleiner als 27, und die 
Coefficienten von P(xP”') seien A,, A,, A;, »... A„, so kann man sich 
der bekannten Formel 

[m] + 4A, [a —1])+ A; [m —2] +... +A. [1] +mA,. = 0 
bedienen, um die Coefhicienten aus den Potenzsummen abzuleiten. Man 
schlielst, wie vorher, dafs, so lange m kleiner als p ist, die Coefficienten 
A,, Ars +... A,.ı mit den entsprechenden der Entwicklung von (z?’='—1)" 
übereinstimmen werden. Bei A, tritt indessen der Nenner p ein, und wir 
dürfen daher unsere Schlüsse nicht auf diesen Coefficienten ausdehnen. 
Indessen reicht es hin zu wissen, A, müsse sich durch irgend eine ganze 
Zahl darstellen lassen. Wird diese einmal durch V bezeichnet, so folgt 
> +1+A[pPl Alp —1] +... + Vf] + (p-+1) A,pı = 0, wodurch 
A,yı auch für unsere Untersuchung unzweideutig als lineäre Function von 
V bestimmt ist. Auf ähnliche Weise ist A,,, als lineäre Function von 
A,;ı, folglich auch von A, bestimmt. Dehnt man diese Schlüsse bis auf 
A, aus, so muls auch dieses eine lineäre Function von A, sein. Nun ist 
aber A, = (—1)", folglich ist auch A, durch eine lineäre Congruenz he- 


stimmt. Da es demnach nur einen Werth geben kann, der A, entspricht, 


. ‚n—1.n—?2....n—(p—1). . “. 
und ein solcher —- . 5 5 Ka ist, so wird auch überhaupt 


O x’) in seinen entsprechenden CGoeffieienten mit (x? —1)" congruent sein, 


Ist der Grad der Gleichung aber 2p, so tritt diese Zahl wieder in 
die Nenner der Rechnung, weshalb dann noch besondere Bedingungen 
nötbig werden, um die Realität der Wurzeln zu verbürgen. — Dafs es 
in der That Congruenzen vom Grade ?p» geben könne, deren Potenz- 
summen jedes Grades congruent O werden, ohne dafs sie selbst eine 
reelle Wurzel hätten, davon geben die Congruenzen von der Form 
cr tax” +b = ( (mod.p) ein Beispiel. Denn diese Congruenzen erfül- 
len immer die erste Bedingung ohne immer die zweite zu erfüllen. Wir 
wollen uns indessen jetzt nicht auf eine weitere Erörterung dieses Satzes 
einlassen, sondern die erhaltenen Resultate lieber noch einmal folgender- 


malsen zusammenfassen: Die Wurzeln einer Congruenz vom n'* Grade, 
Crelle’s Journal d, M. Bd. XIX, Hft.4, 39 
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deren letzter Coefficient @, nicht = 0 (mod. p) ist, werden sämmtlich nach 
dem Modul p reell, wenn die (p —1)" Potenzsumme der Wurzeln, so wie 
die 2(p—1)", 3(p—1)", .... (n—1)(p—1) Potenzsumme dieser Wur- 
zeln =n (mod. p) wird; vorausgesetzt n sei nicht gröfser als p. Ist aber 
n grölser als p und kleiner als 2p, so wird zwar die y(p —1)' Potenz- 
summe, nach dem Früheren von selbst der (p—1)'” Potenzzumme con- 
gruent; es tritt aber hier dafür die neue Bedingung ein, dals auch noch 
die n (p—1)' Potenzsumme der Wurzeln congruent n werden muls, um 
die Realität der Wurzeln zu verbürgen. 

Zusatz. Die Congruenz <—a=0 (mod. p) hat p reelle Wur- 
zeln, deren jede =a ist. Wie vortheilbaft die Betrachtung der p, wenn 
auch gleichen Wurzeln jener Congruenz sei, mag aus Folgendem erhellen. 

Die ganzen symmetrischen Functionen der Wurzeln der Gleichung 
ar—1=0, und der Gongruenz <—1==0 (mod. p) müssen nach dem 
Modul p congruent werden, da die Coefficienten, von welchen beide die- 


selben ganzen Functionen sind, gleich sind. Ist nun « eine Wurzel der 


> — .. . > 
Gleichung — 2 —=(), so müssen die Entwicklungen 


[ı"+a2”""+ 0,2" +..+0a)][2" +02” +0,02” +...+0”a,].... 

[taten at Ert....+0"7 a] 
und von (x"+-4,2”""+a,2”""”+ ....+4,) in ihren entsprechenden Coef- 
fiienten nach dem Modul p congruent werden. Das heilst also, die Glei- 
chung für die p"" Potenzen der Wurzeln mufs in ihren entsprechenden 
Coeffhieienten der ursprünglichen congruent werden, wenn der Modul » 
eine Primzahl ist. Ein Resultat, das auf etwas verwickelterem Wege 
schon in $. 4. gezeigt worden. 





$. 6. 
In einer frühern Abhandlung dieses Journals habe ich gezeigt, wie die 
Beweisart von Lagrange für mehrere specielle Sätze des Reciprocitäts- Theo- 
rems im Grunde auf dem Satze beruhe, dafs (1—«) (1— 0?)....1—a”")=n, 


2 6 2. ns 
oder dals Are A -eNtt— ar)... Ua ) (—1)? =yn se, woa 


— 





a 8 
eine primitive Wurzel der Gleichung &="—1 = 0, und n eine ungerade 
Zahl andeutet. Diese Gleichung konnte indessen nur dann mit Vortheil 
auf die Congruenzen angewendet werden, wenn z2 ein Theiler von y—1 
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US bi ie 
2 re 1 ui ia 3 e 


oder p-+1 war, wo p den Modul andeutet. Wir wollen jetzt zeigen, wie 
dieser Satz, anders benutzt, nicht allein zum vollständigen Beweise des Re- 
ciprocitätsgesetzes führt, sondern zugleich auch auf eine reiche Quelle weit 
verzweigter und tief liegender Wahrheiten hinweist. Zu diesem Ende 
schicken wir aber folgenden Hülfssatz voraus. 


Bezeichnet n eine Primzahl und & eine Wurzel der Gleichung 
a” —1 
c—1 
dert bleibt, wenn man statt « irgend eine ganze Potenz dieses Ausdruckes 
setzt, vorausgesetzt der zugehörige Exponent gehe nicht durch n auf, so 


wird sich fs durch eine ganze Zahl darstellen lassen. 


Beweis. Nach der Voraussetzung wird fa + f" + fe +..+ fa" 
—=(n—1)f«, der Ausdruck auf der linken Seite ist aber oflenbar eine 





= 0, ferner fa eine ganze rationale Function von &, die ungeän« 


ac" —1 


— 0, 





ganze symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung ——; 


folglich nach $. 2, eine ganze Zahl; bezeichnen wir diese durch Z, so er- 


halten wir Z=(n—1)[fo, folglich fa = 2. 


duct fa.fa’.fa’....fa"", so wird dies offenbar gleich (-&)7, zugleich 


Bildet man nun das Pro- 


aber auch eine ganze symmetrische Function von den Wurzeln der Glei- 
ar—1 
chung eg 


eine ganze Zahl, so muls offenbar 


= 0, also auch eine ganze Zahl. Ist nun aber (—-) 





-—— selbst, oder fa eine ganze Zahl sein. 


Bedeutet g eine primitive Wurzel der Congruenz z&""—1==0 (mod, n), 
so wird offenbar 
Aa") 1-0") Aa) ma") = (1-0) 1-0) A-a)... (da) —=n 
sein. Ist nun 2 von der Form 4m +3, so werden, da —1 quadratischer 
Nichtrest nach dem Modul n ist, die reciproken Werthe der Ausdrücke 
a”, a, a, 2... 0" in den Ausdrücken a”, a, a, .... a” enthal- 
ten sein. Wir erhalten somit die, Gleichung 
1— a") A—a").... (1 a") (1)... (1- ) =n 


n—3 
& & a" 





oder 





2 
(—1) 9° g? gn-3 

WE er; | ' 
n—1 gnat—t 


ie Tara) De n, 


und daher , da (—1)? = —1, und der Nenner — u 


*—-1 —. 1 wird, fol- 


39 * 
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gende Gleichung 1— a”) 1— a)... da") = + y—n, woher in Ver- 
bindung mit der ersten Gleichung auch die folgende hervorgeht: 

da )A- a) ar)... =") = Fyon. 
Wir können nun die beiden Ausdrücke (1— a”) 1— a”) ....(1—a””) und 
(1— u )(1— a”) ....(1— 0”) als Wurzeln der Gleichung <+n = 0 an- 
sehen. Bezeichnen wir den ersten Ausdruck durch ®(g°), und den zwei- 


ten durch ®(g*), so werden, wenn p quadratischer Rest nach dem Modul # 
und ebenfalls eine Primzahl ist, folgende beide Gleichungen Statt finden: 


AP = ON) Hr, TOP = Olg) +r/9); 


wo f(g’) eine symmetrische ganze Function der Ausdrücke a / 09" si 


und f(g') dieselbe Function von a", a”, .... a” andeutet. Aus den obi- 
gen Gleichungen leitet man nun leicht die folgende ab: 
2\\p-1 I t _ ( 
CODE CI u a 7 2 a 
Pc Fer) Pe) Erle’) Fler) 
= 2 . 
+r| p(8?)P(E') | 








Nun werden aber die Functionen 

OT HFOFIT und KOCH) HOCH KIN) 
ihren Werth nicht ändern, wenn man statt « irgend eine ganze Potenz 
dieses Ausdruckes, deren Exponent nicht durch 2 aufgeht, einsetzt; beide 
Functionen werden sich daher durch ganze Zahlen darstellen lassen. Be- 
zeichnen wir die erste durch Z, die zweite durch Z', so erhalten wir, 


da YP)O%ly)=nist, Z=2-+p —. Hieraus folgt leicht, dals 


eine ganze Zahl sein müsse, und daher die Congruenz 
Z=(OPIPTHON PT = 2 (mod. p). 
Aus $. 5. folgt hienach unmittelbar, dafs die Congruenz z’+n = 0 (mod. p), 
deren Wurzeln ®(g°’) und ®(g') sind, reelle Wurzeln habe; Y—n wird 
daher reell, oder —r ein quadratischer Rest nach p, wenn p nach n ein 
quadratischer Rest ist. Ist > kein quadratischer Rest nach n, so findet man 
(OP H (OP = —2 (mod. p), 

da nun (PD ()yP"+(Olg'))P"=2 (mod. p) werden mülste, wenn Y—n 
reell sein sollte, 2 aber nicht = —2 (mod.p) werden kann, so folgt, dals 
—n quadratischer Nichtrest nach > sein muls, wenn p nach 2 quadrati- 
scher Nichtrest ist. Ist nun 2 von der Form 4m-+1, m aber ungerade, 





> “ 3 -5 . 
so werden die reciproken Werthe von a’, «", a, .... a” in den Aus- 
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drücken a”, a, .... a” enthalten sein, und die reciproken Werthe 


‚5 n-4 
co WW son... 


ars! r.. +9 — 1 ist, so findet man leicht die beiden Gleichungen 
1— a) 1a)... (1a) + Aa)... (1a) = 0, 
1a) 1a)... 1a) + a")... (le?) = 0, 
Nennt man die einzelnen der hier auftretenden Producte a, und @&,, 4, 
und a,, so hat man also  +F,=0, 4, +4,=0, und nach der ersten 
Gleichung 4, =n, ode ww, = Wa, = +yNn und 4,0 = 4,4, 
— Tyn. Die symmetrischen Functionen der Ausdrücke &a,, 4%, 
Q,4,, d,ad, werden aber ungeändert bleiben, wenn man statt « irgend 


“ 3 7 -? 
in a a ....0”. Bemerkt man noch, dafs 


| 


einen Ausdruck von der Form «a! setzt. Vermöge der nachgewiesenen 
Relationen unter den Ausdrücken @, @,, &, a, wird dasselbe auch schon 
von den symmetrischen Functionen der beiden Ausdrücke a,a, und a, @, 
gelten. Sehen wir nun beide Ausdrücke als Wurzeln der Congruenz 
x —n=0 (mod.p), so liegt die Entscheidung, ob diese Congruenz reelle 
oder imaginäre Wurzeln habe, sehr nahe. Man findet nämlich ähnlich wie 
oben die Congruenz (a,a)"+ (4,4, = 2 (mod. p), wenn p quadrati- 
scher Rest nach dem Modul » ist, und (a, a,)P""+(a, a)" =—2 (mod.p), 
wenn ? quadratischer Nichtrest nach dem Modul r ist. Ist also p nach 
dem Modul z Rest, so wird auch » nach dem Modul p» Rest sein, und 
umgekehrt. Die angeführte Beweisart erstreckt sich auf alle Primzahlen 
von der Form 4m-+-1, damit jedoch die wesentlichen Puncte klarer her- 
vortreten, will ich den Beweis noch für Primzahlen von der Form 8m +1, 
unter der Voraussetzung m sei ungerade, kurz durchführen. Bezeichnet 
also y eine primitive Wurzel der Congruenz 2" —1 == 0 (mod. n), und 
setzen wir 

d-aN) ar) a) 

1— a) Aa”) .... 1a") 


%, 
Dis 


l 


A—- a)... t-) =, 
so gelten folgende Gleichungen: 
u, +b,=0, 5+b,=0, 2, +6, =0, b,+b,=0 und 
b,d,b;5;b,b,b,b; = n. 
Man findet ferner, dals die symmetrischen Functionen der Ausdrücke 
6,d,b,b,, b,b.b,b,, bb, b,b;, «... d,b,b,b, ungeändert bleiben, wenn 
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man statt « einen Ausdruck von der Form a" setzt. Vermöge der hier 
bestehenden Relationen, muls dasselbe für die symmetrischen Functionen 
zweier auf einander folgender Ausdrücke, z. B. von 5,5, b, 5, und b, b,b,b, 
gelten. Diese beiden Ausdrücke kann man als Wurzeln der Gleichung 
xz’—n=0 betrachten. Nun findet man aber durch die vorhergehenden 
Betrachtungen (b,b, db, 5b,’ P" + (b,b,b, b,P"= 2 (mod. p), wenn p nach 
dem Modul nr quadratischer Rest ist, und (d,b, b, b,)P-! + (bb, b, b,,P-! 
= —2 (mod.p), wenn p nach % quadratischer Nichtrest ist. Demnach 
wird also p nach n Rest sein, wenn rn nach p Rest ist, und umgekehrt. — 
Mit einem gröfseren Aufwand von Rechnung lielse sich der Beweis für 
das Reeiprocitütsgesetz nach den angewandten Principien wohl mehr zu- 
zammenfassen, wir zogen indessen die einfachsten Schlüsse vor, da sie 
einestheils genau mit den ersten Versuchen über den Beweis des Recipro- 
citütsgesetzes zusammen hängen, anderntheils das neu hinzugetretene Ele- 
ment der Untersuchung, in seiner Verbindung mit denselben Principien, 
wrelche der Kreistheilung zum Grunde liegen, klar zeigen. — Wenden wir 
uns jetzt zu einem ähnlichen Satz über die Congruenzen des vierten Grades 


Bezeichnet also n irgend eine Primzahl, und lassen wir den übri- 
gen Buchstaben ihre Bedeutung, so kann man die beiden Ausdrücke 
(1—a) 1— a”)... 1a”) und 1—-a)(1—a”)....(1—a””), die 
wir durch A, und A, bezeichnen wollen, als Wurzeln einer Gleichung des 
zweiten Grades betrachten, deren Coefficienten ganze Zahlen sind; denn 
die symmetrischen Funectionen beider Ausdrücke ändern sich nicht, wenn 


man statt «& irgend einen Ausdruck von der Form a“ substituirt. Man 
kann nun leicht entscheiden, ob diese Gleichung des 2‘ Grades, als Con- 
gruenz nach dem Modul p aufgefalst, reelle Wurzeln habe oder nicht. 


Ist p quadratischer Rest nach n, so findet man AP’ +A!"==2 (mod. p), 


im andern Falle 4)" + A} =—.2 (mod. p); daher entsprechen im ersten 
Falle der Congruenz zwei reelle Wurzeln, und im andern Falle zwei ima- 
ginäre Wurzeln. Substituirte man für jene Ausdrücke ihre Werthe, die man 
der Form nach auch kennt, wenn rn von der Form 4m +1 ist, so würde 
hieraus ebenfalls das Reciprocitätsgesetz hervorgehen. Setzen wir nun p 
gei Rest von n, und a=4m-+1, m aber ungerade, so behaupte ich —A, 
und —Ä, werden nach p quadratische Reste sein, wenn p biquadratischer 
Rest nach rn ist, und dieselben Ausdrücke werden nach 9 quadratische 
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Nichtreste sein, wenn p biquadratischer Nichtrest nach n ist. Um dieses 
zu beweisen setze man: 
A— a) —ar)....d-a"") = a, 
UM— a) —ar)...Ad-a") = a, 
A1—- ar) 1a)... (da) =, 
(1— a") 1—ar)....(1-a"”) = a,. 
Die Ausdrücke a,, 4, @,, a, bilden nun die Wurzeln einer biquadratischen 
Gleichung, die als Congruenz nach dem Modul p aufgefalst, vier reelle 
Wurzeln haben wird, wenn p biquadratischer Rest nach dem Modul n 
ist; denn man beweist leicht, dals für diesen Fall 
a ta tat +art = 4 (mod.p), 
ara? La” Ha” = 4 (mod.p) 
a Ha" La” Ha” = 4 (mol.p) 
sei, woraus nach $. 5. die Realität der vier Wurzeln folgt. Wäre hin 
gegen P nur quadratischer Rest, aber nicht biquadratischer Rest nach n, 
so würde a" + a" a" + am" = —1 (mod. p) folgen; demnach müls- 
ten also die vier Wurzeln jener Congruenz imaginär werden, da ,+«@,= 0 
und „+4 =0 ist. Nun ist aber A = a = —«a und A, = aa, 
= —at; oder -—A,=a} und —A,=a?. —A, und —A, werden da- 
her quadratische Reste nach p, wenn «, und «a, reell werden, und qua- 
dratische Nichtreste, wenn a, und a, imaginär werden; oder — A, und 
— A, werden quadratische Reste oder Nichtreste nach p, je nachdem p von n 
biquadratischer Rest oder nur quadratischer Rest ist. Bedienen wir uns der 


==) den Werth +1 oder —1 





Legendreschen Bezeichnung, nach welcher ( 
p—1 
andeutet, je nachdem (—A,)? = +1 oder —1 (mod.p) ist, so erhalten wir 


a (==) = (2) una (=) = (2). 


n 








Herr Professor Dirichlet hat in einer Abhandlung des dritten Hefts 
des 17ten Bandes dieses Journals gezeigt, dals A, im Allgemeinen von 
der Eorm Ay rn(h+kyn) und A, von der Form 4yn(hFkyn) sei, wo 
h und k ganze gerade oder ungerade Zahlen andeuten, wenn 2 von der 
Form 82-5 ist, und gerade Zahlen, wenn 2 von der Form Sm-+1 
ist. Substituiren wir diesen Ausdruck in die obige Gleichung, so erhalten 


wir (dR* — 4) (=) = (2) . Setzt man nun, wenn % und % gerade 














30% 1#. Schönemann, uber symmetrische Functionen und Uongruenzen. 


sind, u == h', ne — k und für den andern Fall (A! (A+kyn)’ =4+k'yn, 
also IK nm’+-3hk’n)= A und 43A’k+kn) =k‘, so werden, wie in der 
erwähnten Abhandlung gezeigt worden, 4A’ und Ak‘ ganze Zahlen sein, 
welche der Gleichung A’—nAk"” = —1 genügen. Aus der obigen Glei- 
chung leitet man nun sehr leicht die folgende ab: 


Er) = .l), 


Es folgt aber aus der bekannten Theorie der unbestimmten Gleichung 
a—ny’—=—1, dals alle Ausdrücke z--yyn, wenn x und y jener Glei- 
chung genügen, entweder Reste oder Nichtreste nach p sein werden, vor- 
ausgesetzt dafs n Rest nach p ist, demmach also der aufgestellte Satz von 
den besondern Werthen 4’ und A’ unabhängig wird. Ist nun » ebenfalls 





von der Form 8m +5, so ist (—) = 1; die obige Gleichung geht folg- 

















a ‚+ K Al .. r. . . 

lich in (* BE >) — ( e) (2) über. Genügen nun die beiden Zalı- 
P ” pP 

len g‘ und r‘ der Gleichung y”— r”p = —1, so hat man auch 

er Vp\[V TE . . u 

(2 Zu YP) — ( I )( )- Multiplieirt man beide Gleichungen in einan- 
R h’-+k’ k f 

der, so erhält man ( = >03 Er 2) —=1. Ist also p» Rest nach 

p n 
dem Modul 2, und sind beide Primzahlen von der Form 8m +-5, finden fer- 
ner folgende beide Gleichungen Statt, A'’— nk" = —1 und y"’— pr" = —1, 


so wird A +Ä’yn quadratischer Rest oder Nichtrest nach p sein, wenn 
entsprechend y’+r'yp quadratischer Rest oder Nichtrest nach n ist. Wir 
wollen jetzt zeigen, dals dieser Satz für irgend zwei Primzahlen von der 
Form 4m +1 gelte. 
Es sei also 2 von der Form Sm +1, m aber ungerade, so wollen 
wir wie oben 
(d— a”) (1—a”)....(1—a"””) durch 5), 
Ad— a") (1—a”)....(1—a””) durch d, 
etc. 
bezeichnen. Man erhält demnach A, = 5,5, b,b, und A, = db, b,b, b., 
Da aber hier die Gleichungen 
b,+5,=0, b),+b6,=0, b5+6,=0, bs +b,=0 
gelten, so wird A,= (b,b,)’ und A,=(b, b,)’”. Man kann nun die Aus- 
drücke d,b,, b,b,, d,6;, &b, und b,b,, d,b,, b,b,, b,d, als Wurzeln 
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einer Gleichung vom 8'* Grade betrachten, deren Coeflicienten ganze Zah- 
len sind, denn die symmetrischen Functionen dieser Ausdrücke ändern 
sich nicht, wenn man statt « irgend einen Ausdruck von der Form as 
substituirt, Vermöge der hier bestehenden Beziehungen, wird dasselbe 
aber auch schon von den vier Ausdrücken d,d,, d,b,, d,b,, d,Db, gelten, 
weshalb man diese als Wurzeln einer Gleichung des 4" Grades ansehen 
kann, deren Coeflicienten ganze Zahlen sind. Ist nun p ein biquadrati- 
scher Rest von 2, so findet man :eicht folgende Congruenzen: 
(bp + (bb + bb + lb = 4 (mod. p), 

(du, 5,79 + (6,6) P + (64 (6,7 Ze (mod. p), 
(EP r +++ (07 = 4 (mod. p). 
Wäre hingegen p nur quadratischer Rest, aber nicht biquadratischer Rest, 
so würden die Ausdrücke auf der rechten Seite alle in —4 übergehen. 
Für den ersten Fall werden also nach $. 5. die vier Wurzeln jener Glei- 
chung, wenn man sie als Congruenz nach dem Modul p auffalst, reell, 
und für den andern imaginär. Im ersten Fall wird also A, = (b, b,)’ (mod. p) 
Rest, im andern quadratischer Nichtrest. Es wird übrigens dem Leser bei 
einiger Aufmerksamkeit nicht entgehen, dals sich dasselbe Resultat für 
alle Primzahlen von der Form 8m -+-1, m mag gerade oder ungerade sein, 
ähnlich ableiten lälst. Substituiren wir nun für A, und A, seinen Werth, 


IYn@tEYa)) — (7P), Setzt man $u=h und Jk=%, 


so realisiren diese ganze Zahlen die Gleichung A? — nk” =—1, Drücken 
wir die erhaltene Gleichung durch diese Werthe aus, so geht sie in 
(EEE Ve\ (Up 


n 





so erhalten wir ( 








)() über. Diese Gleichung ist, wie vorher bemerkt 


worden, von den besonderen Werthen %° und %’ unabhängig, und man 
kann für dieselben irgend zwei Zahlen x und y setzen, die der Gleichung 
z’—ny’=—1 genügen. Combinirt man diese Gleichung mit der ent» 
sprechenden (e: 9, ) = (>), die immer Statt findet, wenn n von Jer 





Form 4m +1 ist, m mag gerade oder ungerade sein, so erhält man die 
ganz allgemeine Beziehung: 
ERBEN EIAE er 
p n ' 
in welcher beide Primzahlen p und 2 von der Form 4m-+1 sind, und 
eine von der andern als quadratischer Rest vorausgesetzt ist. 
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Es würde nicht schwer sein, die Zahl der Anwendungen der fest- 
gestellten Principien noch zu vermehren; wir wollen jedoch jetzt lieber 
zum Schlufs das Feld der Beziehungssätze höherer Congruenzen im All- 
gemeinen noch etwas näher bezeichnen. 


% 7 


Bedeutet n eine Primzahl, und ist n—1 aus irgend zwei Factoren 


k und m zusammengesetzt, bedeutet ferner « eine Wurzel der Gleichung 
ar —1 





—=0 und g eine primitive Wurzel der Congruenz x"' =1 (mod.n), 


so wollen wir irgend eine ganze symmetrische Function der Ausdrücke 


0 gek 


4 a, , a” »F qurch f(9*) bezeichnen. Setzt man statt « nach 
der Reihe «°, er u, so mögen die diesen Werthen entsprechenden 
Ausdrücke von f(g*) durch f(g'*'), fg"), »»». f(g°'') angedeutet wer- 
den. Betrachtet man nun den Complex der Ausdrücke f{g), f(g'*), 
fg), »... /(g9°*'), so bleibt dieser ungeändert, wenn man statt « ir- 
gend einen Ausdruck von der Form a”, wo r irgend eine ganze Zahl be- 
deutet, einführt. Die einzelnen Ausdrücke könnten sich nämlich wohl än- 
dern, jedoch nur so, dafs einer in den andern übergivg. Die symmetri- 
schen Functionen der Ausdrücke fg), gt), (JM), »... lg) 
werden daher ungeändert bleiben, wenn man statt « einen Ausdruck a” 
einsetzt; denn der Complex der Ausdrücke, aus denen ein Mal und das 


andere Mal die symmetrischen Functionen gebildet werden, bleibt derselbe. 
Man kann daher die Ausdrücke (g), Kt), KH), -... fg) als 


Wurzeln einer Gleichung vom X" Grade ansehen, deren Coefficienten, als 
ganze symmetrische Functionen dieser Ausdrücke, nach dem Hülfssatz des 
$. 6. ganze Zahlen sein müssen. Wird diese Gleichung nun als Congruenz 
nach dem Modul p aufgefalst, und p ist eine Primzahl, die nicht kleiner 
als A ist, und z ungleich ein %k"" Rest nach dem Modul n (demnach also 
die Congruenz &*==p (mod.n) k reelle Wurzelu hat), so hat auch jene 
Conpgruenz nach dem Modul p, % reelle Wurzeln. Zum Beweise bemerke 
man, dals wenn man f(g*) wie ein Polynom in die p' Potenz erhebt, 
man zuerst die p'” Potenzen der einzelnen Ausdrücke erhält, alle übrigen 
Ausdrücke, die nothwendigerweise ebenfalls einen symmetrischen Ausdruck 


k _ k ° .. . . ..e 
der Elemente a, u", .... a" bilden müssen, werden in ? multiplicirt 
sein. Die p'" Potenzen der einzelnen Ausdrücke werden aber, wenn p 
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ein k'“ Rest nach dem Modul n ist, den ursprünglichen Ausdruck wieder 
erzeugen, wenn sie nicht noch in ganze Zahlen multiplicirt sind; für die=- 
sen Fall aber werden sie auch den ursprünglichen Ausdruck, nebst einem 
Vielfachen desselben Ausdrucks, das in 9 multiplicirt ist, erzeugen. Jeden- 
falls wird daher die Gleichung [f{gH)]P = f(g)+pP(g*) gerechtfertigt sein, 
wo ®(g*) eine symmetrische Function der Ausdrücke a”, a, hi 2" a 
andeutet. Dieselbe Gleichung muls auch für die übrigen Ausdrücke gel- 
ten; wir erhalten demnach folgende Gleichungen ; 

Is)P = fg) +rPlg'), 

Kr = fe) +rPE"), 


NP = I") +PPg""), 
Man leitet aus diesen Gleichungen leicht die folgende ab: 
KR FO TUE ro HIN 
k ok+ 31 
== Rh p(8*) p\8 ) Ku ) 
ud rar rn 
Bringt man die auf der rechten Seite eingeklammerten Ausdrücke auf den 
gemeinschaftlichen Nenner f{g*) f(g'*') .... f(g”'), so muls der Zähler 
eine solche Function von «& werden, die ihren Werth nicht ändert, weon 
man statt &, «” setzt, denn der Nenuer, so wie die linke Seite der Glei- 


chung, haben offenbar diese Eigenschaft. Der Zähler und Nenner des 
Bruohs müssen sich also nach dem Früheren durch ganze Zahlen darstellen 


lassen; bezeichnen wir den entsprechenden Bruch mit p> 50 muls 9.7; eine 


ganze Zahl und = U (mod. p) werden, wenn B oder KgY) f(g'*').... fg") 
nicht durch ? aufgeht. Dies vorausgesetzt, so erhalten wir 
KIITHLFIIPIH HP "= k (mod, p), 
auf ähnliche Weise kann man heweisen, dafs unter derselben Voraussetzung, 
KAMFLg*)---- fg”) gehe nicht durch p auf, folgende Congruenzen 
Statt finden müssen: 
(KFr HET N tler =k (mod. p), 
IR) RER + ., elf au 2 5 —k (mod. pP); 


(N + (f eyyeneny .... . (Krk (mod. p). 
Nach $. 5. folgt nun hieraus die Realität der Wurzeln der oben nüber 
bezeichneten Congruenz. 


‚40* 
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Ginge nun f(g*) f(F*')....f(g°") durch 9 auf, so muls es ent- 

weder irgend einen Werth von x geben, der die Congruenz 
(E-LP) GH). (fg) = 0 (mod. p) 

nicht realisirt; denn sonst hätte diese Congruenz » reelle Wurzeln, nim- 
lich O0, 1, 2, 2... 9—1, also wenn k<{p ist, mehr Wurzeln als der Grad 
der Congruenz anzeigt, was bekanntlich nicht möglich ist; oder wäre 
k=p, so wären für diesen Fall, wenn nämlich obige Congruenz für jeden 
Werth von x erfüllt würde, sämmtliche Wurzeln reell, was wir eben be- 
weisen wollen. Bezeichnen wir also eine solche Zahl, die jene Congruenz 
nicht realisirt, durch «a, so folgt jetzt aus dem Obigen, dals die Gleichung 
für (a—f(gN)), (a— f(gt')), --.. (a—f(g°)) als Congruenz nach dem 
Modul p aufgelalst A reelle Wurzeln habe. Hieraus folgt aber leicht, dals 
dann auch die Congruenz 


(HE H)) ....(e—flg)) = 0 (mod. p) 
k reelle Wurzeln habe, was zu beweisen war. 

Um nun die auf jene Gleichungen bezüglichen Sätze aufzustellen, 
bleibt noch ein schwieriger Theil der Arbeit übrig, nämlich: die Coefh- 
cienten jener Gleichungen zu bestimmen, die, wenn auch die Form von 
f(g‘) als bekannt vorausgesetzt wird, sich im Allgemeinen analytisch nicht 
bestimmen lassen, sondern von der Natur der Primzahl rn abhängen. Der 
Hr. Professor Jacobi hat diese Arbeit, in so fern sie sich auf Congruenzen des 
2”, 3” und 4'” Grades bezieht, schon seit längerer Zeit für den Fall ausge- 
führt, wenn O(y') = "tar RE 1a ist. Die Resultate 
hat der Herr Verfasser in einer Abhandlung bei der Königlichen Akade- 
mie der Wissenschaften zu Berlin niedergelegt. 

Jener allgemeine Satz aber, den ich diesen Untersuchungen zum 
Grunde gelegt habe, ist meines Wissens noch von Keinem angegeben wor- 


den, und die Realität der Wurzeln der betreffenden Congruenzen wurde 
auf anderem Wege erkannt. 


Berlin, den 2ten Februar 1839. 
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15. 


Note von der geodätischen Linie auf einem Ellipsoid 
und den: verschiedenen Anwendungen einer merk- 


würdigen analytischen Substitution. 


(Von Herrn C. G. J. Jacobi, Professor ordin, zu Königsberg in Pr, ) 
(Gelesen in der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 18, April 1839.) 





Da die Erdoberfläche nicht die Form einer Umdrehungsfläche besitzt, so 
hat man öfter versucht, den an einem Punct derselben ausgeführten Trian- 
gulirungen ein osculirendes Ellipsoid mit drei ungleichen Haupt- Achsen an« 
zuschliefsen. Dies erhöht das Interesse der Aufgabe, die geodätische Linie 
auf einem solchen Ellipsoid zu suchen, eine Aufgabe, die von den grüls- 
ten analytischen Schwierigkeiten umringt zu sein scheint. In der That 
erscheint die Differenzialgleichung 2ter Ordnung, von welcher das Problem 
abhängt, wenn man die gewöhnlich üblichen Variabeln wählt, in einer so 
complicirten Form, dals man leicht von jeder Behandlung derselben ab- 
geschreckt wird. Nach mehreren vergeblichen Versuchen ist es mir jedoch 
durch Anwendung besonderer Hülfsmittel gelungen, diese Gleichung voll- 
ständig zu integriren, d. h. auf Quadraturen zurückzuführen, wie ich der 
Pariser Akademie der Wissenschaften unter dem 28. December des vori- 
gen Jahres mitgetheilt habe. Ich will jetzt die Form des Resultats näher 
auseinander setzen. Es sei die Gleichung des Ellipsoids 


oc? y?: SEHTen 
„tr7r7->=1 
und a die kleinste, 5 die mittlere, ce die grölste der drei Constanten a, b, c. 
Da man die drei Coordinaten des Punctes einer gegebenen Oberfläche durch 


zwei Grölsen ausdrücken kann, so wähle ich hierzu die Winkel ® und 4, 
welche die Coordinaten durch die Formeln bestimmen, 


= V--) sind y(dcos’d +esin’v—a), 
y=ybcos® sin), 
= V( - ) cosy Yv(—aco®’d®—bsin’D). 


oa 
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Die geodätische Linie auf dem gegebenen Ellipsoid wird dann durch eine 
Gleichung zwischen den beiden Winkeln ® und % bestimmt, 
V (a cos? p+bsintgp) dp 
” = I cos? p — b sin? pP) V\(b —a) cos? p — Pf) 
he V(b eos? pe sin?w) dw 
. V(beos?w4 sin y—a)V((c—b) sin? y-+ß)* 
Die Form dieser Gleichung ist, wie man sieht, sehr einfach. Eine Func- 
tion des Winkels ® wird einer Function des Winkels % gleich; die Funo- 
tionen selbst sind Abelsche Integrale und zwar von der Form, welche zu- 
nächst auf die elliptischen folgt. Die beiden Adelschen Integrale sind, 











wenn sie auch hier in der trigonometrischen Form verschieden scheinen, 
doch im Wesen dieselben, so dals man beide durch einfache Substitutio- 
nen in Integrale von derselben Form verwandeln kann, in denen die 
Werthe, welche die Variable anzunehmen hat, sich nur in verschiedenen 
Intervallen bewegen. Die Grölsen & und ß sind die beiden willkürlichen 
Gonstanten, welche das vollstündige Integral der Differenzialgleichung 2ter 
Ordnung enthalten muls. Die Constante & wird O0, wenn man die Inte- 
vrale von denjenigen Werthen von D und % beginnen lälst, welche dem 
Puncte des Ellipsoids entsprechen, von dem aus man die geodätische Linie 
zieht. Die andere willkürliche Constante ß kommt nur in einem der drei 
untern dem Integralzeichen als Factoren befindlichen Radicalen vor; sie 
wird auf algebraischem Wege durch die anfängliche Richtung bestimmt, 
die man der geodätischen Linie giebt. Man erhält ganz ähnliche Aus- 
drücke für die Rectification der geodätischen Linie. Für das Umdrehungs- 
Ellipsoid verwandelt sich das eine der beiden Adeischen Integrale in einen 
Kreisbogen, das andere in ein elliptisches Integral der 3ten Gattung, wo» 
durch man die für das Umdrehungs - Ellipsoid bekannte Gleichung der geo« 
dätischen Linie erhält. | 
Die hier angewandte Art, die drei Coordinaten des Punctes eines 
Ellipsoids durch zwei Winkel ® und & auszudrücken, ist dieselbe, auf 
welche man geführt wird, wenn man den Punct des Ellipsoids als Inter- 
section der beiden Krümmungslinien bestimmt, auf welchen er liegt, oder, 
was nach der schönen Bemerkung von Kurl Dupin dasselbe ist, wenn 
man ihn als Intersection des Ellipsoids mit: den beiden durch ihn gehen- 
den Hyperboloiden betrachtet, deren Hauptschnitte mit denen des Ellipsoids 
die Brennpuncte gemein haben. Legendre hat zuerst die hierauf bezüg- 





BRE 525.00 
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lichen von Monge gegebenen Formeln als analytisches Instrument benutzt, 
um den Inhalt der Oberfläche des Ellipsoids auf die Länge von Ellipsen- 
bogen zurückzuführen, wie einst Archimedes den Inhalt der Kugel-Ober- 
fläche auf die Länge der Kreisperipherie zurückgeführt hat *). Früher be- 
nutzte schon Euler ähnliche, aber auf die Ebene beschränkte Formeln in 
seiner berühmten Bestimmung der Bewegung eines nach zwei festen Gen- 
tren nach dem Neutonschen Gesetze angezogenen Punctes. Denn die von 
ihm gewählten Variabeln kommen nach einer Bemerkung Legendres dar- 
auf hinaus, den angezogenen Punct als Durchschnitt der durch ihn gehen- 
den Ellipse und Hyperbel zu bestimmen, welche die beiden Anziehungs- 
centra zu gemeinschaftlichen Brennpuncten haben. 

Man kann eine andere merkwürdige Anwendung der oben angegebe- 
nen Art, die Coordinaten des Punctes eines Ellipsoids auszudrücken, auf 
die Aufgabe machen, die Oberfläche des Ellipsoids so auf einer Karte ab- 
zubilden, dafs die unendlich kleinen Theile ähnlich bleiben. In dieser Art 
hat Lambert in seinen Beiträgen |das Problem der Kartenprojection auf- 
gefalst, und ZLagrange hat in den Schriften dieser Akademie die allge- 
meine Lösung für alle Rotationsflächen gegeben, welche Gau/s in einer 
von der Kopenhagener Akademie gekrönten und in Schumachers astro- 
nomischen Abhandlungen abgedruckten Preisschrift auf alle Flächen aus- 
gedehnt hat. Drückt man das Element einer auf der Fläche gezeichne- 


ten Curve durch 
v(Ad?+2Bdtdu+CUdu) 


aus, wo Z! und % die beiden Variabeln sind, durch welche man einen Punct 
der gegebenen Fläche bestimmt, so hat man den quadratischen Ausdruck 
Ad?+2Bdtdu+Cdu 
in zwei Factoren, 
Pdt+(Q+vR)du wd Pdt+(Q—yR)du, 
zu zerfüllen. Die Lösung des Problems hängt dann nach der von Guufs 
gegebenen Theorie von der Integration der Gleichung 


0 = Pdti+(0O+yR)du 





*) Ich habe im 8ten Bande gegenwärtigen Jouroals gezeigt, dafs man zu den von Le- 
gendre gefundenen Resultaten auch auf sehr einfachem und elementarem Wege gelangen kann, 
wenn man die Coordinaten des Puncts eives Ellipsoids durch die beiden Winkel ausdrückt, 
welche die Riebtung der an ihm errichteten Normale bestimmen. Eine andere bierzu führende, 
eben so neue als elegante und umfassende Methode hat neuerdiogs Dirichlet iu einer der Aka- 
demie gelesenen Abhandlung angegeben. 
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ab, in welcher P, Q, R gegebne Functionen von Z und % sind. Für Ro- 
tationsflächen lälst sich diese Gleichung immer integriren und man kommt 
dann auf die von Lagrange gegebenen Formeln. Ich bemerke noch, was 
man leicht sieht, dals dasselbe allgemein für conische und cylindrische 
Flächen der Fall ist. Wenn man daher auch alle speciellen Flächen zwei- 
ter Ordnung leicht behandelt, so bietet doch die Aufgabe für die allge- 
meine Fläche zweiter Ordnung bei der gewöhnlichen Wahl der Variabeln 
unübersteigliche Hindernisse wegen der ungemein complicirten Form der 
zu integrirenden Differenzialgleichung. Nimmt man aber den Ausdruck 
des Elements einer auf einem Ellipsoid befindlichen Curve, welchen ich 
im 8ten Bandes des gegenwärtigen Journals gegeben habe, so finden sich 
in der Differenzialgleichung die Variabeln von selbst separirt, und die Auf- 
gabe ist auf blolse Quadraturen zurückgeführt, und zwar auch hier auf 
Abelsche Transcendenten, 

Man kann leicht die in den eben angedeuteten Problemen auf drei 
Variabeln bezüglichen Formeln auf jede Zahl Variabeln ausdehnen, und 
bekommt dann merkwürdige Amplificationen wichtiger Theoreme, Auf 
diese Weise habe ich die berühmte von Legendre entdeckte Relation zwi- 
schen den vollständigen Integralen der ersten und zweiten Gattung zweier 
elliptischen Integrale, deren Moduln Complemente zu einander sind, auf 
alle Abelschen Integrale ausgedehnt. Aber dieselbe Substitution hat mich 
auch auf das Abelsche Theorem selbst geführt, auf einem Wege und durch 
Betrachtungen, welche von dem von Adel eingeschlagenen gänzlich ver- 
schieden sind, und welche von einem mechanischen Problem ausgehen. 
Die von Euler gegebenen Formeln für die Bahn eines von zwei festen 
Centren angezogenen Punctes enthalten elliptische Transcendenten, Ist 
die eine Masse oder beide Null, so ist die Bahn eine Ellipse oder gerade 
Linie, also ihre Gleichung algebraischh Aber durch das Verschwinden 
einer oder beider Massen hören die elliptischen Integrale nicht auf ellip- 
tische Integrale zu sein, so dals man die elliptische Bewegung eines Pla- 
neten oder selbst die geradlinige Bewegung eines Punctes durch eine Glei- 
chung zwischen elliptischen Integralen erhält. Diese Form ist nicht ohne 
Interesse; denn wir haben hier für die elliptische Bewegung Formeln, die 
nur eine geringe Aenderung erleiden, wenn noch ein zweites anziehendes 
Centrum hinzukommt. Aber abgesehen hiervon, sind zwei Methoden ge- 
geben, dasselbe Problem zu behandeln, von denen die eine die Lösung in 
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transcendenter, die andere in algebraischer Form darstellt, oder es ist eine 
neue Methode gegeben, das Fundamentaltheorem über die Addition der 
elliptischen Integrale aufzufinden. In seiner Behandlung des mechanischen 
Problems in den älteren Schriften dieser Akademie hat Euler das früher 
von ihm gefundene Fundamentaltheorem nur zur Verificirung der für die 
speciellen Fälle gefundenen Formeln benutzt. Mir schien es von Wich- 
tigkeit, die beiden Methoden mit einander in Verbindung zu setzen, welche 
die transcendente und die algebraische Form ergeben, um so direct von 
der einen auf die andere zu kommen. Indem ich die für zwei Variabeln 
angewandten Formeln auf jede Zahl Variabeln ausdehnte, was, wie ich be- 
merkt, mit Leichtigkeit geschieht, erhielt ich das Abelsche Theorem, und 
zwar in einer neuen, merkwürdigen und fertigen Form. Zugleich ergab 
sich ein einfacher Weg von dem System gewöhnlicher Differenzialglei- 
chungen, wie ich dasselbe früher in einer Abhandlung im gegenwärtigen 
Journal über die Adelschen Transcendenten aufgestellt habe, durch An- 
wendung passender Multiplicationen direct zu den algebraischen Integralen 
zu gelangen, was mir früher wegen der grolsen Complication des Gegen- 
standes wohl wünschenswerth, aber schwer zu erreichen schien, 

Einer der tiefsinnigsten Mathematiker, Herr Lame, Correspondent 
dieser Akademie, hat neuerdings die hier erwähnten Substitutionen auf 
schwierige physikalische Probleme angewendet. 

18. April 1839. 


Crells’s Journal d. M. Di. XIX. Hi. 4. 41 
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16. 


Ueber die complexen Primzahlen, welche in der Theorie 
der Reste der 5, 8” und 12‘ Potenzen zu 
betrachten sind. 


(Von Herrn C. G. J. Jacobi, Professor ordiu. an der Universität zu Königsberg ia Pr. ) 


(Gelesen in der Akademie der Wissenschaften den 16. Mai 1839.) 





Gaufs hat in seinen Untersuchungen über die biquadratischen Reste 
die complexen Zahlen von der Form a-+dyY—1 als Moduln oder Divi- 
soren eingeführt. Indem er dieses that, konnte er über den biquadratischen 
Character zweier complexen Primzahlen von der Form a-+bY—1 in Be- 
zug auf einander ein Reciprocitüätsgesetz von solcher Einfachheit und Vollen- 
dung aufstellen, wie das berühmte Fundamentaltheorem über quadratische 
Reste, das von ihm sogenannte Kleinod der höhern Arithmetik besitzt. 
Aber wie einfach jetzt auf eine solche Einführung der complexen Zahlen 
als Moduln erscheinen mag, so gehört sie nicht desto weniger zu den 
tiefsten Gedanken der Wissenschaft; ja ich glaube nicht, dafs zu einem so 
verborgenen Gedanken die Arithmetik allein geführt hat, sondern dals er 
aus dem Studium der elliptischen Transcendenten geschöpft worden ist, 
und zwar der besondern Gattung derselben, welche die Rectification von 
Bogen der Lemniscata giebt. In der Theorie der Vervielfachung und Thei- 
lung von Bogen der Lemniscata spielen nämlich die complexen Zahlen 
von der Form @«-+Db Y—1 genau die Rolle gewöhnlicher Zahlen. Wie man 
durch rationale Ausdrücke die trigonometrischen Functionen des nfachen 
Kreisbogens darstellt, so kann man vermittelst rationaler Formeln den Bo- 
„en der Lemniscata mit einer complexen Zahl «+dyY—1 multipliciren ; 
wie man den Kreisbogen durch Auflösung einer Gleichung vom n'" Grade in 
n Theile theilt, so theilt man den Bogen der Lemniscata in « + y—-I Theile 
durch Auflösung einer Gleichung vom Grade «4a-+ bb. So wie man einen 
Kreisbogen, wenn man ihn in 15 Theile tbeilen soll, in 3 und in 5 Theile 


theilt und aus beiden Theilungen die gesuchte findet, so hat man einen 
Bogen der Lemniscata, um ihn in 17 Theile zu theilen, n 1-4 Y—1 
und in 1—4y—1 Theile zu theilen und setzt die Theilung in 17 Tbeile 
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aus beiden zusammen. So wird man bei Untersuchung jener besondern 
Gattung elliptischer Integrale, wenn man nur einigermafsen in ihre Natur 
eindringt, mit Nothwendigkeit darauf hingedrängt, die Zahlen a + Y—1 
als Divisoren einzuführen. Mögen nun auch jene Untersuchungen der 
Integralrechnung viel complicirter und schwieriger erscheinen als jener 
einfache Gedanke der Zahlenlehre, so ist es doch nicht immer das ein- 
fache, welches sich zuerst darbietet. @aufs versichert in den Disquisi- 
tiones arithm. die Methode seiner Kreistheilung auf die Theilung der gan- 
zen Lemniscata anwenden zu können und verspricht hierüber ein amplum 
opus zu einer Zeit, in welcher er sich sicher noch nicht, seinen eigenen 
spätern Angaben zufolge, mit den biquadratischen Resten beschäftigt hatte, 
Auch ist es nicht unwahrscheinlich, dafs er die Fundamentaltheoreme 
über biquadratische Reste aus dieser Quelle geschöpft hat. Erst Abel 
hat dieses Versprechen von Gaufs eingelöst, indem er wenigstens die er- 
sten Grundzüge dieser Ausdehnung der Gaufs’schen Methoden der Kreis- 
theilung auf die Theilung der Lemniscata in seinen ersten, im gegenwär- 
tigen Journal publicirten Arbeiten über die elliptischen Transcendenten 
pab. Eine eben so interessante als schwierige Aufgabe dürfte es sein, 
dieser Theilung des Lemniscatenbogens in a+DyY—1 Theile und der 
Zusammensetzung der p“” Theile des Bogens aus seiner Theilung in 
a+by—1 und in a—by—-1 Theile einen geometrischen Sion abzuge- 
winnen. Die Geometrie hat in neuerer Zeit mit Glück dem Imaginären 
auch auf ihrem Gebiete einen Platz angewiesen; es ist zu erwarten, dafs sie 
bei dem bewundernswürdigen Aufschwung, welchen sie unter Steiners Hin- 


den genommen hat, sich auch dieser abstruseren Ideen bemächtisen wird, 


Es hat keines neuen Gedankens bedurft, um die kubischen Re- 


eiprocitütsgesetze zu finden; man hatte hierzu nur nöthig auf ganz ana- 


at b GV 





ioge Weise complexe Zahlen von der Form ‚ oder solche, die 


aus den Cubik wurzeln der Einheit zusammengesetzt sind, als Mo lula oder 
Divisoren einzuführen. Auch diese Untersuchungen kann man mit der 
Theorie besonderer elliptischer Integrale in Verbindung setzen. Das Re. 
ciproeitätsgesetz für kubische Reste, welches ich in einer frühern Note mit- 
getheilt habe, ist noch einfacher wie das von Gaufs für die biquadrati- 
schen Reste aufgestellte, und ergiebt sich ganz unmittelbar aus bekannten 
Formeln der Kreistheilung. 
41 * 
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Nachdem Gaufs in seiner zweiten Abhandlung über biquadratische 
Reste die Elemente der complexen Zahlen von der Form a+5 Y—1 ab- 
gehandelt, bleibt es übrig, unter den Methoden und Resultaten der Arithmetik 
diejenigen auszumitteln, welche auch für diese eomplexe Zahlen ihre Gül- 
tigkeit haben. So zum Beispiel sieht man leicht, dafs die Lagrangesche 
Methode, die quadratischen Formen zu reduciren, auch auf solche Aus- 
drücke yyy+yyz-+rzz sich ausdehnen lälst, in welchen 9, 9, r, y, % 
complexe Zahlen der angegebenen Art bedeuten. Um die einfachste com- 
plexe Form zu nehmen, yy—y—-1.22, kann man beweisen, dafs jede 
Zahl a+by—1, welche solche Form theilt, wiederum dieselbe Form 
haben müsse, und der Beweis ist vollkommen dem Beweise des bekannten 
Satzes analog, dals jede Zahl, welche die Form yy-+ zz theilt, wiederum die 
Summe zweier Quadrate ist. Ist p=aa+bb eine Primzahl von der Form 
Sn-+-1, so beweist man aus den Elementen der Theorie dieser complexen 
Zahlen sogleich, dafs Y—1 quadratischer Rest von «+d Y—-1 ist, oder, 
was dasselbe ist, +25 Y—1 Theiler einer Form yy—y —1.zz ist, also 
nach dem eben bemerkten Satze selber diese Form hat. Zertheilt man diese 
Form in die beiden Factoren y+ a und ya, und setzt 

y=y+y'y—il, z=’+:.'yY—1, 
wo y’, y’’, z', =‘ reelle ganze Zahlen bedeuten, so erhält man a + y —1 
in zwei Factoren, } 
ty v-14YV—1l@ +42" Y—1], 
Hy vlvll+zY—1], 

zerfällt, das ist in zwei complexen Zahlen, welche aus den 8" Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzt sind. Schreibt man « für die 8° Wurzel 


der Einheit oder für f —1, und setzt 
Du= ty’ tza+2"c, 


ativyv—i = a+ba = Du.da 
und, wenn man 4° für « setzt, 

a—Iyv—1=a—be = Du.di. 
Die Primzahl y=aa-+bb, von der Form 8n-H1, ist daher immer das Pro- 
duct der vier complexen Zahlen 

Da.Dd.du.Du. 

Man sieht leicht, dafs das Product ®a.Pa° die Form c+dY—? und 
das Product Da.®u’ die Form e-+-fy? erhält. Die drei Arten, auf 


so wird 
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welche man die vier Factoren in zwei Paare ordnen kann, geben daher 
die Darstellungen derselben Primzahl in den drei Formen «+5, ® +72d, 
e’-+-2f’, welche hier aus einer gemeinschaftlichen Quelle abgeleitet sind, 
so dals die seehs Zahlen a, 5b, c, d, e, f auf rationale Art durch vier andre 
Zahlen y’, y’, z', 2° ausgedrückt werden. Man kann diese Zerfällung 
der Primzahlen von der Form 8n--1 in vier complexe Factoren, welche 
aus acht Wurzeln der Einheit zusammengesetzt sind, auch durch die ge- 
wöhnlichen Methoden der Arithmetik ableiten. Ganz durch dieselben Me- 
thoden beweist man auch, dafs die Primzahlen von der Form 1?n-+1 
sich in vier complexe Factoren zerfüllen lassen, welche aus 12 Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzt sind; die drei verschiedenen Arten, wie man 
diese vier Faetoren zu zwei Paaren ordnen kann, geben die Darstellungen 
der Primzahl durch die drei Formen «@ +5’, ® +3d’, ®—3/f?. Man kann 
für die Auffindung dieser Zerfällungen leichte Vorschriften angeben, nach 
welchen Herr Oberlehrer Zornow in Königsberg mir für die Primzahlen 
von der Form Sn +1 und I2rn-+1 bis 1000 diese Zerfällungen zu be- 
rechnen die Güte gehabt hat. 

Zu gleicher Zeit, als ich diese Betrachtungen anstellte, richtete ich 
meine Aufmerksamkeit auf gewisse Eigenschaften der complexen Zahlen, 
auf welche die Theorie der Kreistheilung führt. Ich habe in der er- 
wähnten Note bemerkt, dals wenn \ ein Theiler von p—1 ist, sich die 
Primzahl p und in der Regel auf mehrere verschiedene Arten als Product 
zweier complexen Zahlen darstellen lälst, welche aus X“ Wurzeln der 
Einheit zusammengesetzt sind. Es ereignet sieh nun, und man kann dies 
durch die Theorie der Kreistheilung selbst beweisen, dafs man mehrere 
dieser complexen Zahlen mit einander multiplieiren und das Product wie- 
der durch andre complexe Zahlen derselben Art dividiren kann, so dals 
der Quotient ebenfalls eine ganze complexe Zahl wird, ohne dals man 
sieht, wie die complexen Zahlen des Nenners sich gegen die des Zählers 
fortheben. Eine genaue Betrachtung dieses merk würdigen Umstandes führte 
mich zu der Ueberzeugung, dals diese complexe Factoren der Primzahl p 
im Allgemeinen selbst wieder zusammengesetzt sein müssen, so dals, wenn 
man sie in die wahren complexen Primzahlen auflöst, die complexen 
Primzahlen, welehe die Factoren des Nenners bilden, gegen die Primfac- 
toren des Zählers sich einzeln aufheben lassen. Da ich auf ganz anderem 
Wege zu diesem Resultate bereits für \=8 und \=1’ gekommen war, 
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so wagte ich den etwas mühsamen Versuch mit A\=5, und in der That 
gelang es mir für die Primzahlen von der Form 5n-+1, mit welchen ich 
den Versuch anstellte, jeden ihrer beiden aus 5'* Wurzeln der Einheit zu- 
sammengesetzten Factoren noch einmal in zwei ganze Factoren derselben 
Art zu zerfällen; worauf es dann nicht schwer war einen allgemeinen Be- 
weis für diese Zerfällbarkeit zu finden. So lassen sich also die Primzah- 
len von der Form Sr+l, Sn+1, 12rn-+1 als Producte von vier ganzen 
eomplexen Zahlen darstellen, welche respective aus 5", 8", 12' Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzt sind, Es erhellt übrigens, dafs für die Prim- 
zahlen von der Form 5r—+-1 durch eine andre paarweise Verbindung der 
vier Factoren ihre Darstellung in der Form «— 55? erhalten wird. 

Die neuen Factoren sind nothwendig Primzahlen. Ist nämlich fa 
einer derselben, wo « für die drei Arten Primzahlen respective eine pri- 
mitive 5“, 8", 12 Wurzel der Einheit ist, so kann fw nicht als Product 
zweier ganzer complexen Zahlen derselben Art Da und La dargestellt 
werden, wenn nicht eine derselben so beschaffen ist, dafs das Product 
ihrer vier Werthe der Einheit gleich ist. Denn man sieht leicht, dafs das 
Product der vier Werthe von fa, Pa, Yu eine reelle Zahl ist, und da 
das Product der vier Werthe von fa eine Primzahl ist, so können nicht 
die beiden andern Producte reelle Zahlen geben, welche beide zugleich 
von der Einheit verschieden sind, da ihr Product der Primzahl gleich wird. 

Zwischen diesen Primzahlen f« hat man in der Theorie der Reste 
der 5'”, 8°" und 12°” Potenzen die Reciprocitätsgesetze aufzusuchen, und 
es würde vielleicht thunlich sein, dieselben durch blofse Induction zu fin- 
den, nachdem man ihre wahre Form kennt, wenn nicht solche Induction 
überaus beschwerlich wäre. Wenn man die Reciprocitätsgesetze auf zu- 
sammengesetzte Zahlen ausdehnt, ganz ähnlich wie ich es in der früher 
der Akademie mitgetheilten Note in Bezug auf die quadratischen , kubi- 
schen und biquadratischen Reste gethan habe, so können unmittelbar aus 
der Theerie der Kreistheilung die einfachen Reciprocitätssätze, in Bezug 
auf die Reste der 5°”, 8°" und 12°” Potenzen, für den besondern Fall ab- 
seleitet werden, wenn die eine Zahl reell ist. Ob es möglich sein wird, 
vermittelst neuer Kunstgriffe aus derselben Quelle die allgemeineren Sätze 
für je zwei complexe Zahlen abzuleiten, mu[s von späteren Üntersuchun- 
sen zu entscheiden vorbehalten bleiben, 
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| 16. 
Sur le theoreme de Wilson. 


(Par Mr. Brennecke, professeur de math. ä Berlin. ) 





Lie theor&me de Wilson a &t6 gen£ralise par Mr. Gaufs comme il suit: 
„Le produit de tous les nombres premiers ä un nombre donne 
„N et moindres que ce nombre est congru suivant N A lunitd prise 

... ’ . s a ’ . A ” ’ P} 
„positivement ou negativement. L’unite doit ätre prise negativement, 
„quand N est de la forme p* ou 2p°, p etant un nombre premier 
„impair, ou encore quand N = 4; dans tous les autres cas l’unite 
„doit &tre prise positivement.” 


Notions preliminaires. 

$. 1. La congruence x&’==1 (mod. p°), p ©tant un nombre pre- 
mier impair, n’a que ces deux racines z=1 et = p"—1. 

La difference des deux diviseurs e+1 et —1 de &’—1 ctant 
egale a 2, ils ne peuvent ätre ü la fois des multiples de p, p £tant un 
nombre premier impair, x etant moindre que 9%, x-+ 1 ne devient divi- 
sible par p* que pour z=p"—1, et c—1 ne devient divisible par p° que 
pour 2 =1, 

$. 2. La congruence x’ = 1 (mod. 27°), p @tant un nombre pre- 
mier impair, n’a que ces deux racines z—=1 et x = ?p*—1. 

La difference des deux diviseurs +1 et e—1 de =’—1 £tant 
egale A 2, p Etant un nombre premier impair, ces deux diviseurs ne peu=- 
vent ötre ü la fois des multiples de 9. &=-+-1 ne devient divisible par 2“ 
que pour 2=2p*—1, x=—1 ne devient divisible par 29° que pour z=1. 
x +1 et 2—1 etant ü la fois desnombres pairs ou impairs, p° etant tou- 
jours un nombre impair, l’un de ces diviseurs ne peut tre divisible par ? 
tandis que Yautre est Egal a p“. 

$. 3. La congruence x’ == 1 (mod. 7") a toujours pour >? quatre 
racines: 1, 2°°'—1, 2°"+1, 2°—1, mais iln’en existe jamais d’autres. 
La congruence «== 1 (mod. 4) n’a que ceg deux racines e=1, x —=3, 

En eflet toute racine de (a -+1)(« —1)= 0 (mod. 2“) doit ötre un 
nombre impair c’est-a-dire de la forme 2% +1, % etant un nombre en- 
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tier queleonque ou zero. On aura done !A+29)2% = 0 (mod. 2°), ou 
pour «>2, A(k+1)=0 (mod, 2°). Pour A=0, onax=1, pour 
k=%"—1l, on axz=?2%'—1, mais il est dvident que k>O0 et 
et k<2°”—1 ne satisfait pas a la congruence k(k+1)= 0 (mod. %°), 
puisqu'il n’y a qu’un seul des diviseurs k et k+-1 qui puisse ätre divisible 
par . Pour k=%" on azr=?"t'+1, pour k= "1 ona 
x —= 2°—1, mais il est evident que A> 7 ee k<A—1 ne satisfait 
pas a la congruence A(k+1)=0 (mod. 7°°), 

$. 4. Si deux nombres @ et 5 sont congrus suivant le module M, 
et que Yun soit un nombre premier ä M, lautre doit ötre aussi un 
nombre premier avec M. Si au contraire l’un a un diviseur commun aveo 
M, lautre doit avoir le m&me diviseur commun avec M. P. c. puisque 
tout terme de la suite 

l, a, a+l, a+?2, a+3, .... a+(M—1) 
est congru d un terme de la suite selon le module M (mais seulement ü un) 
PP u Ben 

et que cette propriet@ est reciproque entre les deux suites (1.) et (2.), 
il y aura dans chacune un nombre @gal de nombres premiers avec M, 
c’est-ü-dire (si M= vr...) rrum...(@g—1)v—1)...., que a soit 
un nombre entier positif ou negatif quelconque, 

On sait que si =» est un nombre premier avec M, les termes de 
la suite 

3. 0.m, 1.m, 2.m, »...., (M—1.m 

donnent d’apres le module M pour restes tous les nombres de la suite (2) 
en substituant M ä la place de zero, et que chaque reste ne s’y trouve 
qu’une seule fois, Tout terme de la suite (3.) est done congru selon le 
module M ä un terme mais seulement a un terme de la suite (2.), Cette 
propriete est r&ciproque entre les suites (2.) et (3.), 

Il en resulte que tout terme de la suite 

4. a+0.m, a+i.m, a+?.m, .... a+(M—1).m 
sera congru ü un terme de la suite (1.) selon le module M et reciproquer 
ment, n’importe la valeur de «, pourvu que @ soit un nombre entier. Il 
s’ensuit que la suite (4.) renferme autant de nombres premiers avec M 
que Ja suite (2,) dest-ä-dire I ort.,...(g-N)w—l).... 


$. 5. En supposant 
» N — p°.M et M = olerıe 




















——— 
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P 4%... etant des nombres premiers differents, &, &, Y% »... des nom- 
bres entiers, et tous les nombres premiers avec p“ moindres que p° re- 
presentes par 

2. His Ms Nr on. rt, (kuptlp—)) 
il sera d’apres le $. 4. facile de construire un tableau qui renferme tous 
les nombres premiers avec p“ moindres que N savoir: 

nr» n+p% rn +2p%, rn +3P%5 - +. rn + M—1) pP, 

rn, n+p%5 n+?2p% rn +3P%, +... n+(M—l)p‘, 

3. fr n+P%5 34295 1 r3Pp, +... Rn HOMN—1)p,, 


ro TutPp%, Fut?2P° r,t3P%, ++... r,+(M—1)p“. 

Car si a=k.d+c, k Etant un nombre entier ou zero, @ sera un nombre 
premier avec d, si e Vest avec d, si au contraire c et d ont le plus grand 
diviseur commun d, «4 et d auront aussi le plus grand diviseur commun d. — 
Le tableau pr&c@dent en contenaut tous les nombres premiers avec »“ moin- 
dres que N renfermera tous les uombres premiers avec N moindres que N, 
mais contiendra aussi beaucoup de nombres qui ne sont pas des nombres 
premiers avec N. 


$. 6. D’apres ce que nous avons prouve& ($. 4.) en mettant m = p“, 
p“ etant un nombre premier avec g” v’.... chaque colonne horizontale du 
tableau de $. 5. renferme yP'u....(g—1)(w—1).... nombres premiers 
avec N, il y a p*"'(p—-1) colonnes horizontales, donc le tableau de $. 5. 
renferme pur... (p—1) (g—1)(W—1).... nombres premiers diffe- 
rents avec N moindres que N. Zl en r@sulte que ce tableau contient fous 
les nombres premiers avec N moindres que N, 


Demonstration du theoräme enonee., 


$. 7. Soit p un nombre premier impair, et soient 
I. "> Pas Tas ver. 7, 
tous les nombres premiere avec »“ moindres que p°, dont, —=1, r, =p"—1, 
„= p""(p—1) sera un nombre pair, Nous allons a present considerer 


les nombres 


2. N, ’ "335 213 u 39.8 Fu 9 
dont le zombre sera @galement pair. Soit s un des nombres 2, 3, 4, ... 
... (2 —1), la congruenc® 


3. re =1 (mod. p°) 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. & 42 
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ne sera satisfaite que dans le cas ou x est un nombre premier avec p®. 
x ne pourra ötre Egal ni ä 1 mi a p*—1, car dans le premier cas, 
r, serait @gal ü 1, dans le second, r, serait Egal ä p°—1. x ne pourra 
ötre Egal ü r,, puisque d’apres $. 1. la corgruence «== 1 (mod. p“) n'est 
satisfaite que par z=1 et #=p*—1. La congruence (3.) etant du pre- 
mier degre et r, €tant un nombre premier avec p“, n’admet qu’une seule 
racine. P. e. r, et x etant tous les deux des nombres differents conte- 


‘ w—2 EB 
nus en (2.), on pourra former congruences de la forme (3.) qui ne 


contiendront que toutes les valeurs de (2.), mais dans lesquelles chaque 


. P —)d) 
valeur ne se trouve qu’une seule fois. Le produit de ces 2 con- 


2 
gruences donne p 
4. 12-T3.Pyer0c Tun = 1 (mod. p°), 

laquelle multiplice par la congruenee 1.(p°—1) = —1 (mod. p*) ou par 
r,.7r„=—1 (mod. p*%) donne 

I. 71T oe. r,=—1 (modd.p), Wr p(p—1) 
En appliquant le m&me raisonnement au module 27°, p @tant un nombre 
premier impair, puisque la congruence z&’==1 (mod. 27°) n’a que les ra- 
eines 1 et 2p°—1 (cf. $. 2.), on trouvera en designant par (1.) tous les 
nombres premiers avec ?p” moindres que 2p°, 

6. Tr. T2Tz..7, = —1 (mod. 2p), =(p)(p—1) 
La möme proposition a encore lJieu pour le module 4 puisque 1.3= —1 
(mod. 4). 

Le möme raisonnement applique au module 2°(«>?) nous don- 
nera, puisque la congruence x’ = 1 (mod. ?°), « @tant plus grand que ?, 
n’a que les quafre racines 1, 2°""—1, 2°""+1, 2°—1, et que 

7. 1.7 —1)=—1(mod.”) ee (—1) (7 +1)=—1 (mod. ?°), 
en designant par (1.) tous les nombres premiers avec 2” moindres que 7°, 
8. 1.11. .7,=l (mod), a>?2, var, 


$. 8. Apres avoir considere les cas de N=p‘, N=2p* (p etant 
dans ces deux cas un nombre premier impair), N=4, N=X%(a>2, 
nous allons considerer tous les autres cas possibles compris sous la forme 
de N=p" gfvr...., 9 9% ©, »... etant des nombres premiers differents, 
Dans tous ces derniers cas g'vr7!....(g—1)(v—1).... est un nombre 
pair, ec’est-ä-dire dans chaque colonne horizontale du tableau de $. 5. il 
y a un nombre pair de nombres premiers avec N moindres que N. 
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Tous les nombres de la premiere colonne horizontale du tableau 
de $. 5. sont congrus avec r, suivant le module 9°, tous ceux de la se- 
conde colonne avec r,, ceux de la troisieme avec r,, etc. Eu ne prenant 
dans toutes les colonnes horizontales que les nombres premiers avec N, 
chaque colonne donne y°'v/”!....(g—1) (e—1) ete. congruences selon p“. 
Le produit de toutes ces eongruences donne, en designant par [N] le 
produit de tous les nombres premiers avec N moindres que N, 


l. [N]=(r.r.r .... NED... (mod. 9°), 
lequel d’apres $. 7., puisque ol... (g—1)(—1).... est un nombre 
pair, donne 

2. [N] =1 (mod. p*). 
On trouve par des raisonnements analogues 
IN] = 1 (mod. p°), 
[N] = 1 (mod.4), 
[N] = 1 (mod. vr), 


. “ ° E e . » e “ Eu - . “ 0 


3. 


II 


Les modules de toutes ces congruences &tant entre eux des nombres pre- 
miers, il en r&sulte 


4 I[INj = 1 (mod. p" g’vr.... ou mod. N), 


ce quil s’agissait de prouver. 
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17. 


Recherches sur diverses applieations de l’Analyse 
infinıtesimale a la Theorie des Nombres. 
Premiere partie. 


Par Mr, G@. Lejeune Dirichlet. 





En m’occupant, il y a deux ans *), a prouver que toute progression 
arithmetique indefinie, dont les termes n’ont pas tous un m&me diviseur 
commun, renferme une infinit@ de nombres premiers, ce qui n’avait pas 
encore Et& fait d’une manicre rigoureuse, jai Et conduit a envisager un 
grand nombre de questions relatives aux nombres, sous un point de vue 
entierement nouveau, et qui les rattache aux principes de l’analyse infinite- 
simale et aux proprietes remarquables d’une classe de series et de pro- 
duits infinis qui ont beaucoup d’analogie avec les expressions que Villustre 
Euler a considerees dans le chap. de son Introd. ä Panalyse de linfini, 
ayant pour titre „De seriebus ex evolutione factorum ortis.” Dans une 
note inseree dans ce journal **), jai dejüa indique plusieurs des questions 
auxquelles ce genre d’analyse peut &tre applique. Je me propose mainte- 
nant d’exposer mes recherches sur cette matiere avec tous les developpe- 
ments necessaires, dans une suite de m@moires dont celui que je soumets 
aujourd’hui au jugement des geometres, sera particulierement destine ä 
’examen d’une question dont la solution n’avait pas encore et@ donnee, 
et qui a pour objet de determiner le nombre des formes quadratiques 
differentes dont le determinant Z) est un entier quelconque positif ou n&- 
gatif, ou ce qui est la möme chose, le nombre des diviseurs quadratiques 
qui appartiennent ü l’expression x°’—Dy’ L’analyse qui nous conduira 
ä la solution complete de cette question interessante, nous fournira en 





——— 


*) Le memoire que j’ai In sur cette question a ’Academie de Berlin, vient d’etre iınprime 
daus la collection de !’Academie, annde 1837. 


*) Tome XVII pag. 259. 
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m£&me temps et pour ainsi dire, chemin faisant, des d@monstrations nou- 
velles et tres-simples de plusieurs beaux theor&mes dus ü Mr. Gaufs, mais 
. , \ u 5 r . » ..?7 . \ 
que cet illustre geometre n’avyait etablis qu’au moyen de considerations tres- 
compliqudes dans. la seconde partie de la 5'“"* section de ses Disquisitiones 


arithmeticae. 

Cette section de l’ouvrage de Mr. Gaufs, qui est consacrde a la 
theorie des formes du second degre, se compose de deux parties tres- 
distinetes, dont la premiere, qui se termine a l’art. 223, peut ätre con- 
siderde comme l’exposition de la partie el@mentaire de cette theorie, et 
renferme tous les resultats anterieurement donnes par Euler, Lagrange 
et Legendre, complötes et etendus a beaucoup d’egards et deduits d’ail- 
leurs de prineipes nouveaux. La seconde partie qui commence propre- 
ment ä Vart. 234, (les art. 223— 233 contenant des definitions et des lem- 
mes qui servent d’introduction a la seconde partie) se compose presque 
exclusivement de recherches propres a Villustre auteur. Ces recherches, 
aussi remarquables par la profondeur des methodes que par le nombre 
et la variete des resultats, forment sans contredit la partie de tout l’ou- 
vrage dont l’etude pr&sente le plus de diffieult&s. Aussi sont-elles tres- 
peu connues des geometres, et l’on doit y rapporter particulierement ce 
que Legendre dit dans la preface de la seconde &dition de sa Theorie des 
Nombres, lorsqu’apres avoir indiqu& les decouvertes de Mr. Gaufs quwil 
avait fait entrer dans son ouvrage, il ajoute: 

„On aurait desir& enrichir cet Essai d’un plus grand nombre des 
excellents materiaux qui eomposent l’ouvrage de Mr. Gaufs: mais les 
methodes de cet auteur lui sont tellement partieulieres qu’on n’aurait 
pu, sans des circuits tr&es-etendus, et sans s’assujettir au simple röle de 
traducteur, profiter de ses autres decouvertes.” 

J’ose done esperer quindependamment des resultats nouveaux qu’il 
fait connaitre, mon travail pourra encore eontribuer “a l’avancement de 
la scienee, en &tablissant sur de nouvelles bases et en rapprochant des &le- 
ments, de belles et importantes theories, qui n’ont £t& jusqu'ü present “la 
portee que du petit nombre de geometres capables de la contention J’esprit 
necessaire, pour ne pas perdre le fil des idees dans une longue suite de 
calculs et de raisonnements tr&s-composes. 
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&. 1. 
Les lettres A et g designant deux quantitds positives, la premiere 
constante, la seconde variable, considerons la somme de la serie infinie 


1 1 1 
ı mt (k +1)1te 1: (k + 2)1te + eto, 








Cette somme croissant au delü de toute limite finie, lorsque la variable p 
devient infiniment petite, voyons quelle est la fonction de po la plus simple 
qui puisse servir de mesure ä cette augmentation, ou, en d’autres termes, 
dont le rapport ü l’expression pr@c@dente converge vers l’unite, lorsque g 
convergera vers zero. Pour cela, nous aurons recours a la formule connue 


2 Lo 
ar log® (-) de = ne. 


En mettant successivement A, k+1, k-+2, .... a la place de %k et faisant 
la somme de toutes ces @quations, la serie (1,) se trouvera exprimede 
comme il suit, 
D 1 \ 
mr). log > az. 
Si lon ajoute — a cette expression et que l'on en retranche la quantit 


r e_ v Re 
Tate) nal. log‘ & )dz, elle deviendra 


1 rk 1 
. + as (>= ag A) I ( )de 


x 


egale - 





Gomme le second terme converge vers la limite finie 


JE ee dx 
(=) 


9 
‚ . . i 
k &tant >0, on conelut que le rapport de la somme (1.) a la fraction — 
a lunit& pour limite, lorsque la variable positive g devient moindre que 
toute grandeur donnee. 


Au moyen du resultat precedent, il nous sera facile de d@montrer 


le theor&eme suivant dont nous ferons un usage tres-frequent dans nos 
recherches. « 
„‚ Soient 


Hr a rer en 
des constantes en nombre infini, positives, diff£rentes de zero, inegales ou 
en partie &gales; soit encore f{!) une fonetion discontinue de la variable 
positive /, qui exprime combien il y a dans la suite (2,) de termes dont 
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la valeur ne surpasse pas celle de £ Cela pose, si la fonetion f() peut 
etre mise sous la forme 

3. MW =er+tryM, 
ce et y designant des constantes positives dont la seconde est inferieure ä 
l’unite, et la nouvelle fonction p(f), abstraction faite de son signe et 
quelque grande qu’on y suppose la variable /, restant toujours moindre 
que la constante positive Ü', je dis que la somme 


1 ! 1 
. on tmtme tete 


dans laquelle o designe une variable positive, sera telle qu’on aura pour 
une valeur ipfiniment petite de po, 


Br Pe) = vr 


> . C 
c’est-ä-dire que le rapport de la somme P(p) ü la fraction , (onver- 





gera vers l’unite, lorsque po devient moindre que toute grandeur donnde.” 

Comme le nombre des termes de la suite (2.), qui ne surpassent 
pas l’unite, est limite, (ce nombre &tant = ec -+Y(1)) et comme parmi ces 
termes il n’y en a aucun dont la valeur soit zero, il est Evident par la 
nature de la proposition qu’il s’agit d’etablir, que nous pouvons omettre 
la partie de l’expression P(e), qui correspond ü ces termes, Ce qui reste 
apres ce retranchement, etant toujours desigue par P(e), choisissons une 





constante d superieure ä et partageons la somme P(e) en une in- 


1 
1— 7’ 
finit@ de sommes partielles, en comprenant dans la »n”"" de ces sommes 
partielles, tous les termes qui satisfont ä la double condition 

m’ <L,<m+1)), 
et par suite a celle-ci Wr 


1 1 1 
m? \I+g) > „te > (m +1)$ +0) * 


n 











Le nombre de ces termes sera €videmment 
fan +1’) — fa). 

La valeur numerique de ??'%W(£), lorsqu’on suppose successivement = m 
et <= (m-+1)’, &tant inferieure ä Cm +1)’, on aura ces deux inegalites 
fan +1) — fm’) < e(m+1)’—m’) + 2C (m +1)" 

> cm +1)’ — m’) — 2 C(m-+1)r. 
En combinant ces inegalites avec celles que nous venons d’ecrire, on con- 
clura que la somme partielle dont il s’agit, est respectivement inferieure et 


3 
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superieure aux quantitds 


ss —— m? >, ceur (m +1)? — m? Ya, (m -++1)r? 


men er me I map“ 











Il suit de la qu’on a 


m )O _ Y m ö 
RE EA 


m? (Fo) 





le signe 3 s’etendant depuis m —=1 jusquä m=x, 
Puisqu’on a en vertu d’un a = ra 


(m + 1) — m? —= Om’ ee au ———/n+ >, 


designant une fraction positive, Vindgalits pr&cedente pourra se mettre 


sous la forme : 1172 
(1+- em) “ (1+ —) 


c02 a +4 cd — 1) z m®% (m em)? + 2 un mIıt—r)+do ’ 


Or, g devenant infiniment petit, les deux dernieres sommes resteront finies 
car elles seront constamment inferieures ü celles-ci 


(4) El 

m m? ? + m miU-y))? 
qui sont elles-m&mes finies, comme il est facile de le voir au moyen des 
principes connus, si Pon se rappelle que d’apres la supposition faite sur 


u 
e ın 








la constante d, on a d(1—Y)>1. Quant ä la premiere somme, comme 
elle a une forme analogue ü l’expression (1.) consideree plus haut, elle 


#40 1 [4 5 . © B 
sera evidemment z—, g etant suppose infiniment petit. On voit donc que 


ja limite supdrieure de D(g) prend la forme rE lorsque go devient moindre 


que toute grandeur donnee, et comme le mäme raisonnement peut s’ap- 
pliquer ä la limite inferieure et conduit au m&me r£sultat, la proposition 
Enoncee se trouve £tablie. 

On pourrait donner au theor&me que nous venons de d@montrer, 
beaucoup plus d’etendue, mais comme ce theoreme tel que nous l’avons 
none‘, suffit aux applications que nous avons en vue, quant ü present, 
nous ne nous arreterons pas ü cette generalisation qui ne presente d’ail- 
leurs aucune difhiculte. 

Nous aurons encore besoin de deux autres lemmes qui appartiennent, 
comme le pr&cedent, ä lanalyse infinitesimale.. Le premier de ces nou- 


veaux lemmes est tellement simple que nous nous contenterons de l’Enou- 
cer, sans en donner la demonstration qui est tres-facile a suppleer. 
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Tous les points d’un plan infini etant rapportes ü deux axes reotan- 
gulaires des x et des y, concevons dans ce plan une courbe fermee assu- 
jettie ou non ü une möme loi analytique dans toutes ses parties, suppo- 
sons que les dimensions de cette courbe augmentent de plus en plus et 
au delüä de toute limite, de maniere cependant que la courbe variable reste 
toujours semblable ü elle-möme, et designons par o l’aire egalement va- 
riable A laquelle la courbe sert de contour. 

Soient maintenant a, b, «,  quatre constantes dont les deux pre- 
mieres ont des valeurs positives, et supposons que l’on construise tous les 
points dont les coordonnees x et y ont la forme 

6. z=avr+o0, y=bw-+ß, 
ou v et w designent tous les entiers depuis — © jusqu’a oo. Cela pose, 
si l’on designe par F'(r) le nombre de ces points situes dans l’intdrieur 
de la courbe, on aura Eyidemment pour des valeurs infinies de eo, 


y 1 
F'(o) a 


c'est ü dire que le rapport des deux membres de cette dquations conver- 
gera vers Punite lorsque o croit au delä de toute limite positive. Hl est 


. - . 0 A “ - 
egalement facile de voir que la difference F'(r) . croitra moins rapi- 
a 


dement que la puissance 7’, l’exposant y Etant suppose > 4. Nous pou- 
vons done poser 
1. Foı)=rteve), 


oh Von a 4+<y<£1, et lon sera assur& que la fonction (er), abstrac- 
tion faite de son signe, restera foujours moindre qu’une certaine con- 
stante finie C, 

Le dernier des lemmes que nous emprunterons ä l’Analyse infnite- 
simale, se rapporte a la theorie des series. On sait que les series inli- 
nies convergentes sont de deux especes tres-diffErentes, les series de la 
premiere espece &tant convergentes independamment des signes dont leurs 
termes sont affectes, tandis que celles de la seconde ne jouissent de cette 
propriet@ que parceque les termes se detruisent en partie par l’opposition 
de leurs signes. 

La conyergence d’une serie de la premiere espece subsiste et sa 
somme conserve toujours la meme valeur quel que soit l’ordre que Yon 
etablisse entre ses termes. Les series de la seconde espece se comportent 

Crelle'’s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 4. 43 
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d’une maniere entierement differente. Une serie de cette espece, conver- 
gente pour un certain arrangement de ses termes, peut perdre cette pro- 
priete, lorsque cet ordre vient ü ötre change. Il peut arriver aussi que la 
serie soit encore convergente apres ce changement, mais que sa somme 
ait variE en m&me temps que l’ordre de ses termes. Ces remarques inti- 
mement lices ä notre sujet, comme on le verra plus loin, ne sont pas 
sans importance pour d’autres recherches. Il en resulte par exemple et 
pour le dire en passant, que si l’on parvient a sommer une serie qui ap- 
partient ü la seconde espece, et que l’on trouve pour la somme de la serie 
une valeur enticrement determinde, sans que l’ordre dans lequel les termes 
sont supposes se suivre, entre comme un @lement essentiel dans l’analyse 
dont on fait usage, la methode de sommation doit renfermer quelque vice 
eache, ou du moins a besoin d’ötre completee par quelque consideration 
qui indique elairement quel est larrangement des termes auquel la somme 
obtenue correspond. 


Pour revenir ü notre objet, soit s une variable positive et conside- 
+ (4 ’ 
rons la serie dont le terme general est 
1 


CC. —— 
Rn n® 


l'entier n etant susceptible de toutes les valeurs depuis n = 1 jusquä 
n=%. Sinous supposons que c„, abstraction faite de son signe, et quel 
que soit lindice 2, soit toujours moindre que la constante Ü', notre serie 
appartiendra ä la premiere espece tant que l’on aura s>1. En posant 
done s—=1+ 2, e etant une variable positive aussi petite que l’on voudra, 


la somme 


Vito) = 20, 


aura une valeur unique et entierement independante de l’arrangement de 
ses termes. Concevons maintenant qu’il s’agisse d’obtenir la limite vers 
laquelle la fonction Y(1+g), €videmment continue tant que la variable 9 
reste positive, converge lorsque e devient moindre que toute grandeur don- 
nde, en supposant toutefois qu’une pareille limite existe ce qui peut n’a- 
voir pas lieu. D’apres les remarques faites plus haut, on ne serait pas fonde 


a : u 1 
A dire que cette limite soit exprimee par SC, = l’ordre des termes etant 


arbitraire, car il est @vident que cette derniere serie appartient ä la seconde 
espece, et n’a par consequent pas de somme determine. 
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Les suppositions enonedes plus haut, &tant conservdes, soit k un 

entier positif, et concevons que C, satisfasse a l’equation 
8. Orr: 5 Bus 
ou en d’autres termes, que la suite 
C> C, > oo». Ci; Cırı5> Ci+2 5 ..0.o Cr 5 Caitı > ..., 

soit pe@riodique, le nombre des termes qui composent une periode, &tant 
egal a Ä. Supposons encore que la somme de ces terınes soit zero, C'est 
x “ , . 
a dire que l’on ait 


9 +o+... +45 =0. 
Cela &tant, je dis que la somme 
> c, es. 


n!te 
qui ne depend pas de Pordre des termes, converge vers une limite finie, 
donnee par l’expression 


un 1 


Zen 


oü les termes sont supposes se suivre dans l’ordre naturel, c'est A dire 
de maniere ü ce que les valeurs de 2 croissent constamment depuis n — | 
jusqu'a n= x. Pour demontrer cette assertion, il suffira evidemment de 


faire voir que la serie, 
1 


he 
les termes &tant ranges dans l’ordre indique, reste convergente et exprime 
une fonction continue de s, depuis s= © jusqu’d s=1 inclusivement. Or 
il est facile de prouver que cette double propriet@ subsiste non seulement 
entre les limites pr&ecedentes, mais plus generalement tant que 8 reste su- 
«“ x ’ - » [d - ... „ 
perieur ä zero. lin effet, A etant un entier positif quelconque, exprimons 
par une integrale definie la somme du A% premiers termes de la serie 


precedente. Au moyen de la formule 


S 2" Jopi-! (-) de = en, 
oO 


et en ayant &gard A l’equation (8.), on trouvera pour cette samme 


1 ı Fon} fi 1 Eu ET rt 2. Ä { 
PT. n lop‘-! (—) dr / n ek lgurm (—) 
79, 1— x* 5 x I'(s)« log ac de, 


0 
le signe sommatoire s’etendant depuis n—=1 juquan=k La poly- 


nome 3c,x”" etant divisible par 1—x, comme on le vyoit par I’dqua- 
tion (9.), la fraction algebrique sous le signe d’integration reste finie. Soit 


K la plus’grande valeur numerique de cette fraction depuis x = 0 jusqu‘\ 
45 * 
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x —=1; la seconde ee sera done moindre que 


ws. Oi ar Jg (I )dx — aErIp 


et s’&yanouira pour A= x. Il resulte ‘de lä que la serie prolongee ä 
V’infini est convergente, et l’on voit aveo la möme facilit@ que sa somme ex- 


primde par la premiere integrale, est une fonction de s, qui varie d’une 
manicre continue avec cette variable taut que lon a s>0, 


$. 2. 
p ©tant un nombre premier impair, positif ou negatif, et k un en- 
tier non-divisible par p, qui peut &tre aussi positif ou negatif, nous de- 


. k . ” . . 
siguons avec Legendre par () l’unit@ prise avec le signe plus ou avec 








le signe moins, suivant que Ä sera ou ne sera pas residu quadratique re- 


lativement ü p. Li/illustre auteur definit le symbole (=) comme le reste 
p-1 P 


que donne la puissance X * „ lorsqu’on la divise par p; la definition prece- 
dente, quoique la m&me au fond, est preferable pour notre objet en ce 
qu’elle ne suppose pas que p soit un nombre positif. Si nous designons 
par Z un second entier non=divisible par p et par g un nombre premier 


impair dont la valeur nume£rique differe de celle de p, on aura suivant la 
notation precedente: 


Dr | en. ee  .. — 


DEI euer 


Ces @quations qui renferment eine la theorie des residus quadratiques, 
supposent de plus, la seconde que p est positif, la quatrieme que p et gq 
n’ont pas simultandment le signe negatif. 

Les entiers k et P, positifs ou negatifs, n’ayant pas de diviseur com- 
mun, et le second P, ar nous supposons impair, etant decompose en ses 
facteurs simples p, p', P”, .... &gaux ou inegaux, de sorte que P=pp'p”...., 
nous aurons souvent ä distinguer si ceux des nombres premiers p, p', Ps »+-- 
A Pegard desquels k est non-residu quadratique, sont en nombre pair ou 
impair, ou ce qui est la m&me chose, si le produit 


real DEE 


a la valeur +1 ou celle-ci —1. Mr, Jacobi a propose d’etendre la no- 




















a a ET 
RE 
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tation de Zegendre ü de semblables produits et d’ecrire 


lin 
P/ p/\p// \p 7 
Comme cette gen£ralisation de la notation de Zegendre, dont Villustre geo- 
metre que je viens de citer, a fait des applications ingÖnieuses, *) est tres- 
propre ä simplifier les formules et a abreger les d@monstrations, nous 
l’adopterons dans ce qui suivra. On aura suivant cette notation 
De A DI 
p?—1ı P-ı 0-1 

Dr, DB 
en supposant que les entiers k et Z n’ont pas de diviseur commun avec 
les nombres impairs P et Q, que P est positif dans la troisieme, et enfin 
que P et Q sont premiers entre eux et n’ont pas simultandment le signe 
negatif dans la derniere de ces dquations. Toutes ces &quations sont ou 
evidentes ou se d@duisent facilement des formules (1.), et il serait d’autant 
plus inutile de nous arreter ü les d@montrer que les th&oremes qu’elles 
expriment se trouvent deja, ä la notation pres, dans l’ouvrage de Mr. Gaufs 
art. 133. Pour Eviter des distinctions inutiles il conviendra de ne pas exclure 


<. 


le cas ou P dans le symbole (2) a lavaleur +1, en supposant ( = )= I. 


Il est @evident que cette nouvelle convention est compatible avec les dqua- 
tions pr&cedentes, et qu’en l’adoptant, la troisicme de ces &quations se trou- 
vera comprise dans la einquieme et repondra ä QO = —1. 

Nous terminerons ce $., en posant les equations Evidentes qui suivent, 


et dans lesquelles % et Z d@signent des nombres impairs et Ö la valeur +1, 
1 k2?—ı M_1 in? —1 


1 I-ı kl— 
Baugit aT  EFTTEFT, 
3% 


Nous avons maintenant ü rappeler quelques resultas connus qui se 
rapportent a le theorie des formes quadratiques. En designant par PP un 
entier positif ou negatif (le cas de D=0 sera exceptd), nous appellerons 
avec Mr. Gaufs forme du determinant D, toute expression comme 

a +2bxy+cy’, 


a, b, c €tant des entiers donnds, lies entre eux par la condition ’—- uc—=D. 





*) Compte rendu des seauces de l’Academie de Berlin, Oet. 1837. 








«ru 
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et x et y designant des entiers indetermines. Lorsque le determinant D 
est un nombre negatif, les coe@thicients extrömes seront toujours de möme 
signe. Nous ne considerons, dans ce cas, que les formes pour lesquelles 
ce signe est +, c'est ä dire les formes qui n’expriment que des nombres 
positifs. Mr. Gau/s range les formes qui appartiennent üä un m&me d£- 
terminant en differents ordres, en comprenant dans un m&me ordre toutes 
celles pour lesquelles le plus grand diviseur commun de a, db, c a la möme 
valeur. Nous supposerons toujours qu’un pareil diviseur n’existe pas ou 
plutöt quwil est egal ü Punite, les autres cas peuvant toujours &tre im- 
mediatement ramenes a celui-ci. Les formes dont il s’agit et dont V’en- 
semble forme l’ordre appele primitif, peuvent elles- m&mes presenter deux 
cas. Jl peut arriver que a4 et c soient simultanement pairs ou que cette 
condition n’ait pas lieu. Dans le second de ces cas, les formes constituent 
ce que Mr. Gaufs appelle l’ordre proprement primitif, l'autre cas dtant 
celui de l’ordre improprement primitif. Quand nous parlerons de formes 
quadratiques sans autre designation, nous sous-entendrons toujours que ces 
formes appartiennent dä l’ordre proprement primitif. On sait d’ailleurs que 
l’ordre improprement primitif n’existe que lorsqu'on a D=1 (mod. 4), 
Deux formes ac +2bzy+ey’, ac” +20 2'y'+c'y” etant telles 
que la premiere se change dans la seconde, au moyen de la substitution 
z=uaxr+Pßy, y=yae+öy, alona a—Py=Hl, 
sont dites “quivalentes et cette equivalence est appelde propre ou impropre, 
suivant que le signe superieur ou le signe inferieur a lieu. Cette di- 
stinetion que Mr. Gaufs a introduite dans la theorie des formes quadra- 
tiques, et qui est analogue ü celle que l’on fait en g&eome£trie entre l’&ga- 
lite par superposition et l’egalit® par syme£trie, *) a beaucoup d’importance 
en ce qu'elle conserve ü la theorie des formes du second degr&e une sim- 
plieitE que cette theorie n’aurait pas, “a beaucoup pres, si l’on n’y avait 
pas Egard. Nous n’aurons pas ä considerer l’E&quivalence impropre; en di- 
sant dene simplement que deux formes sont equivalentes, nous sous- en- 
tendrons toujours qu’il s’agit de l’equivalence propre, 





*) On pent consnlter sur cefte analogie remarquable un article que Mr. Gaufs a insere 
dans les annonces litteraires de Gottingue et dans lequel Villustre autenr, Apres avoir reudu 
compte d’un ouvrage de Mr. Seber sur les formes quadratiques A trois indetermindes, entre 
dans des details tres-interessanfs, sur Ja maniere dont on pent representer geometriquement les 
propridtes des formes du second degre qui reuferment deux ou trois entiers indetermines. 
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Les formes (positives et proprement primitives) dont le determi- 
nant est un nombre donne D, et qui sont toujours en nombre infini, 
peuvent se distribuer en un nombre limit@ de classes, en placant deux 
formes dans la möme classe ou dans des classes differentes suivant que 
ces formes sont ou ne sont pas @quivalentes. Si lon prend dans chaque 
classe l’une quelconque des formes qui la composenf, on aura ce que nous 
appelerons le syst&me complet des formes differentes, ou plus simplement, 
les formes diflerentes du determinant D. Ce systeme dtant construit, 
il est Evident que toute forme dont le determinaut est D, aura toujours 
son Equivalente et n’en aura qu’une dans ce systeme. Il est &galement 
facile de voir que si l’on construit un syst&me semblable pour l’ordre des 
formes improprement primitives, ce nouveau systeme jouira de la m&@me 
propriete relativement ü toute forme qui appartient au möme ordre. 

Les formes differentes qui correspondent au determinant quelconque 
D, sont divisees par M. Gaufs en genres, qui sont analogues A ce que 
Legendre appelle groupes de diviseurs quadratiques. La difference qui 
existe a cet @gard entre les illustres geometres que je viens de citer, tient 
uniquement ü ce que Legendre exclut les determinants qui ont des divi- 
seurs quarres, ce que Mr. Gauf/s ne fait pas et ce que nous ne ferons pas 
non plus, la consideration des determinants de cette esp&ce &tant indispen- 
sable dans differentes recherches. WVoici maintenant les principes tres- 
faciles a etablir, sur lesquels la division en genres repose. (Disq. arithm. 
art. 229 et suiv.) 

I. Si Test un nombre premier impair qui divise D, les entiers m, 
non-divisibles par !, qui peuvent ätre representdes par une m&me forme 


ayant D pour determinant, sont ou tous tels que (*) = 1, ou tous tels 


l 
ae 
41 BET, r 
II. Lorsqu’on a D=3 (mod. 4), les nombres impairs 22, susceptibles 


n—1 
d’etre representes par la m&me forme, sont ou tous tels que (—1)’ = f, 
m—1 
ou tous tels e (—1)’ = —1. 
III. Lorsqu’on a D= 2 (mod. 5), les nombres impairs m, susceptibles 


m?—] 


d’etre representes par la m@me forme, sont ou tous tels que (—1) " =1, 


m?i—i 


ou tous tels ue (—I) ? =—1. 
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IV. Lorsqu'on aD=6 (mod. 8), les nombres impairs »n, susceptibles 


m-1 m?-1 





d’ötre repr&sentes par la möme forme, sont ou tous tels que (1)? Tan 1, 
m—1 m?-_{i 
ou tous tels que (—1) ° ii — 1, 
V. Lorsqu'on a D=4 (mod, 8), les nombres impairs mm, susceptibles 
d’ötre representes par la m&me forme, sont ou tous tels que oe 1, 
m—i 
ou tous tels ue (1)? =—1, 


VI. Losqu’ona D==0 (mod. 8), les nombres impairs m, susceptibles 
d’ötres representes par la m&me forme, sont tous exelusivement contenus 
dans Yune de ces quatre formes Su-+1, 3, 5, 7, ou, ce qui revient au 


m—1 m? 
möme, on a ü la fois (—1)? =+1, —1)! = +1, chacun des deux 
sigues ambigus restant invariable pour la m&äme forme. 

Toute propriet@ de la nature de celles exprimdes dans les enoncds 
preeedents, est ce que Mr. Gaufs appelie un caractere particulier de la forme 
A laquelle cette propriet@ appartient. C'est ainsi qui les caracteres particuliers 
de la forme 5x’+4xy+14y”, dont le determinant est — 66 = — 2.3.11, 
sont contenus dans les &quations 


m—1 mi—ı 


(=) =—i1, (7)= 1, Tr =—1. 


L’ensemble des caracteres particuliers d’une forme constitue son carac- 
t©re complet, et la distribution des formes en genres consiste A rapporter 
au möme genre les formes qui ont le möme caractere complet, et ü des 
genres differents celles dont les caract@res complets sont differents. Quant 
au nombre des genres differents, ou ce qui est la m&me chose, des carac- 
teres complets differents, il est, generalement parlant, moindre que celui 
des combinaisons que l’on peut former avec les caract@res particuliers dif- 
ferents, puisqu’il existe toujours, ä l’exception d’un cas singulier, une re- 
lation entre les caracteres particuliers qui conviennent a la mäme forme 
quadratique, relation qui derive des theoremes (2.) du $. pree@dent. Pour 
voir en quoi consiste cette relation, soit S” le plus grand quarre qui di- 


eo . D . . 
vise D, et desiguons par P ou par 2P le quotient —, suivant quil est 


impair ou pair. Nous aurons done selon ces deux cas 


D=PPM, au =2PSF° 
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et le nombre impair P &tant d&compos6s en ses facteurs simples 7, 9, P +++» 
Pe pp 
ces facteurs seront tous inegaux. Si nous considerons maintenant une 
forme quelconque, appartenant ü l’ordre proprement primitif et ayant D) 
pour determinant, on pourra toujours attribuer aux indetermindes x et y 
des valeurs premieres entre elles et telles que la valeur correspondante m 
de la forme soit positive, impaire et premiere ü D. Cela etant, D sera 
r&sidu quadratique relativement ü mm et par suite aussi a l’egard de tous 


les facteurs simples de »n. (Disq. arithm. art. 154.) On aura done > aut, 


m 
et par consequent suivant les deux cas que nous venons de distinguer, 


2-1, 0 M-il= 


D’inm autre cöte, m Etant positif, il resulte des @quations (2.) $. 2,: 


P—-1 m—L 


DEI 











P—1 m—i 
Si ’on remarque mäintenant que la puissance (—1)? ° est @quivalente 
m—1 
al, ou a (—1) ?, suivant ge P=1, ou P=3 (mod. 4), et que l’on 
mti—1 
ie ER 2 sn Te 1) 704 : 
ecrive OlIöBE a la place de (*), et (—1) a la place de (—), 
on aura ces re&sultats: 
P=1 (mod.4), (*) () riet 
3 p \p’ 3 
D Be PS, ml 
BB -— ° 1)? (2)() .» eo oo oc oe 1 ı = 
BP = 3 (mod. 4), (—1) 2 =): 1, 
m?—ı 
Ip=1 (mod. 4), (—1) ( ) =) ee 55 


—N2PS, ve | te, b z & 2 
P=3 (mod.4), (—1) 2)G) ol 





Ouant aux caracteres particnliers qui m’entrent pas dans ces relations, il 
n’existe aucune condition ä leur Egard, ou, pour parler plus exactement 
et pour ne pas aller au delä de ce qui a &t& d&montre, il ne resulte au- 
cune condition qui les concerne, des theor&mes (?.) $. 2., dont nous ve- 
nons de faire usage. Au moyen des r6sultats pr&c&dents et des theore- 
mes ©noneds plus haut, il sera facile de former le tableau suivant qui 
pourra servir dans chaque cas ü faire l’&num&ration complete des genres 
Crelte's Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 4. 44 
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differents qui r@pondent au determinant D, et dans lequel 
IE RN 
designent les nombres premiers impairs inegaux qui divisent D, sans di- 


viser P. 


Premier cas. 


S=1 (mod.?2), 


S=?7 (mod.#), 





S=0 (mod.#), 


7 
GL 
(= 


P 


Second cas. 








= 11, 9): (=), Re 
S=2 (mod.4), no”, | =), 2), BE 
S=0 (mod.4), (0°, (=), zb 
Troisiöme ca. D=2PS:, P 
t (mod. 2), |(—1) ° ,(e) CAREEE 
S==0 (mod.?), un a). (=); N 
Be cas. 
S—1 (mod.9, |(—n)* nl (3 AR 





S=0 (mod.?), 











1)? ’ 1° > 9). GG) 


(a), 
2), 
8). 


D=PS’, P=1 (mod.4). 


1)? 


1)? £ 





OROR 
9. Zu 


au)? 20, 


I, 


D=PS’, P=3 (mod.4). 








m?—l 
(1) , $) > = 
==1 (mod. 4). 
(a). 


m \ 





ERW WR 


7 ‚B 


r/? 


m —=2Ps’, P=3 (mod.4). 


ORAOR 
95) 





Pour Enum£rer les caracteres complets, ou ce qui est la möme chose, 
les genres differents qui peuvent avoir lieu pour un determinant donng, 
il faudra Ecrire toutes les expressions qui forment la ligne horisontale qui 
correspond au determinant donne dans ce tableau, les unes ä la suite des 
autres, apres avoir Egal& chaque expression a +1, et varier ensuite les 
signes ambiguös de toutes les manieres possibles, en s’assujettissant toute- 
fois & la condition que les seconds membres de celles de ces @quations qui 
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repondent ü la premiere partie de la ligne horisontale, doivent donnner 1 
pour produit, cette condition coincidant avec celle dont la necessitd a £t£ 
etablie plus baut. Soit, par exemple, D=2.3.5”, Ce determinant se 
rapportant ü la premiere subdivision du quatricme cas, on aura ces 4 ca- 
racteres complets; 

1, m?-i 


era ar, (deren "1, (9-1, G)=-i 


m-1 m?-1 PR oben 

7 tr AR m 5 m\__ m 
7° =-1, (2)=-1, (2)=1; 4° 7 =-1, (?)=-1, (2)=-1. 
Suivant la notation de Mr. Gaufs, ces mömes genres seraient characteri- 
ses comme il suit: 


1et3,8; R3; R5 — 1et3,8; R3; N5 — 5et7,8; N3;, R5 — 
5et7,8; N3; N5. 


Il imporfe de remarquer que les considerations pr@cedentes ne 








prouvent nullement que les genres compatibles avec la condition Enoncede, 
existent r&eellement; on peut en conclure seulement qu'il ne saurait y en 
avoir d’autres. Quant ä la question de savoir 1°. si pour chaque deter- 
minant il y a r&eellement des formes qui appartiennent ü chacun des genres 
ainsi Enume£res, et 2°. de quelle maniere les formes diflerentes se distri- 
buent entre les genres, qui ont une existence reelle, c’est une question 
tres- diffieile qui forme l’un des principaux objets de la seconde partie de 
la 5" section de l’ouvrage de Mr. Gaufs, et dont nous donnerons aussi 
plus bas la solution au moyen de nos principes. 

Nous ferons encore observer, avant d’aller plus loin, que si l’on 
designe par X le nombre des expressions contenues dans la möme ligne 
horisontale du tableau prec@dent, le nombre des genres Enumeres de la 
maniere indiquee, sera evidemment exprime par %°'. Il n’y a qu’une seule 
exception ü cette r&gle generale, exception qui a lieu lorsque la premiere 
partie de la ligne qui est assujettie a une condition dont l’effet est de 
reduire le nombre des combinaisons de moitie, n’existe pas. En jetant 
les yeux sur le tableau, on voit de suite que cela ne peut arriver que 
!orsque le determinant se trouve compris dans le premier cas, et qu'en 
m&me temps P ne contient aucun facteur premier ?, p', »..., Comme 
'on a alors d’une part P==1 (mod.4) et de lautre P= +1, et par 
suite P=1, on yoit que ce cas n’a lieu que lorsque le determinant est un 
quarre positif, et que le nombre des genres est alors egal a 7. 

44* 
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Tout ce qui preeede, est relatif aux formes proprement primitives. 
Il nous reste a considerer le cas des formes qui appartiennent A l’ordre 
improprement primitif, et qui ne peuvent representer «que des nombres 
pairs. Ce cas ne peut avoir lieu que lorsqu’on a D=1 (mod.4), et par 
suite P=1 (mod.4), S=1 (mod.?). Si l’on designe par m un entier 
positif, impair et premier ä D, dont le double puisse &tre exprimd par 
une pareille forme, on formera sans peine le tableau qui suit, et dont 
usage est entierement semblable a celui du tableau donn& plus haut. 


D=PS, P=1 (mod.4),, S=1 (mod.?), 
2 


$. 4. 

Nous avons maintenant a examiner sous quelles conditions et de 
combien de manieres diflerentes un nombre m que je suppose positif, im- 
pair et premier a D, ou son double peut ätre represente par les formes 
du determinant D, en supposant que les valeurs positives ou negatives 
que Von attribuera A cet eflet aux indetermindes x et y, doivent ötre 
premieres entre elles. Pour quune telle representation soit possible, il 
faut que D soit residu quadratique relativement a m ou a 2m, (Disq. 
arithm. 154.), conditions dont la seconde ne differe pas de la premicre. 
Or, pour que D soit residu quadratique par rapport a m, il faut et il 
suffit qu’on ait pour chacun des diviseurs simples f de »n (art. 105.), 


1. (7) = 1. 


En supposant f positif, et distinguant comme dans le $. precedent, les 
4 cas suivants que le determinant D peut pre&senter, 

D=PS, P=1 ou 3 (mdd.4); D=?2Ps, P=1 ou 3 (mod.4), 
la condition dont il s’agit, pourra @tre remplacde en vertu des theorc- 
mes (2.) $. 2. et selon ces 4 cas, par l’une de celles-ci: 


fi pi Fig 
. (H=1, 1)? H=1, 9° G)=1, IT Hi 
Cela pose, soit 

3. aa +rbay+tcy adaf®+dacy+cy, .... 
le systöme complet des formes differentes (proprement primitives), ayant 
pour determinant le nombre n(gatil D, et voyons combien de fois le nombre m: 
dont tout diviseur simple f est suppose satisfaire a la condition (1.), peut ötre 
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represente de la maniere indiquee, par la totalit@ de ces formes. Si nos 
designons par u le nombre des diviseurs premiers inegaux f de m, la 
congruence a ae 

= m), 
aura autant de racines differentes quil y aura d’unites dans la puissance 


2“ (art. 105). Soient 
EEE 


ces racines et cherchons d’apres les preceptes de V’art. 180., les reprdsen- 
tations qui appartiennent a chacune de ces racines. Pour obtenir celles 
qui se rapportent a z=[/, il faudra voir si parmi les formes (3.) il y en 
a une qui soit @quivalente äa celle-ci: 


ME ey isn, 


Or, m etant impair et premier üä D, cette ER sera proprement pri- 
mitive, et aura done toujours son @quivalente dans le systeme (3.), par 
laquelle m pourra ätre represente de deux manieres. Le mäme raison- 
nement pouvait s’appliquer a toutes les autres racines //, 2, ...., on voit 
que m peut ätre represente par la totalit@ des formes (3.), d’autant de 
manieres differentes qwil y a d’unites dans la puissance %'*!, deux repre- 
sentations &tant considerees comme differentes lorsqu’elles se font par des 
formes differentes ou lorsqu’ayant lieu par la m&me forme, et designant 
par x, y, et par x’, y‘, les valeurs simultanedes des indetermindes, on n’a 
pas A la fos =x', et y=y". 

Si le systeme complet (3.) est celui de l’ordre improprement pri- 
mitif, et si en m&me temps le nombre qu'il s’agit de representer par ces 
formes, est 2m, on arrive ü la m@me conclusion. Il sufit de remarquer 
que le nombre des racines de la congruence 2’=D (mod. 2m), est dga- 
lement ?“, et que l’une quelconque de ces racines etant desigude par /, 


2 D . a 
la forme 2Zma’ ++ 2T2y +; y” sera improprement primitive. C'est ce 


qui resulte de ce que m est impair et premier ü D, et de ce que, PetD 
etant de la forme 4v-+H1, le co@lfieient de y? est pair. Nous avons done 
ce theoreme dans lequel les deux cas sont reunis dans le m&me &noncee. 


Theoreme I. 


Soient aa +2dbry+cy’, dA +2b'’cey+cy,.... les formes 
proprement (improprement) primitives diflerentes, ayant l’entier negatif 2 
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pour determinant; soit encore m un nombre positif, impair et premier 
a D, dont tous les diviseurs simples f satisfont ü celle des conditions (2.), 
qui se rapporte au nombre donne D, et designons par s le nombre des 
facteurs simples inegaux de D. Cela pose, je dis que, si les indetermi- 
nöes x et y sont assujetties a n’avoir pas de diviseur commun, V’entier m, 
(2m) sera toujours representö par la totalit& de ces formes, d’autant de 
manieres differentes qu'il y a d’unites dans la puissance “+, 


Remargue. Le th&or&me precedent est sujet & deux exceptions, 


dont la premiere a lieu lorsqu’on aD= —1, la seconde lorsqu’on a 
D=—35, et quil s’agit des formes de l’ordre improprement primitif. U 


rösulte de lart. deja cit@ de l’ouvrage de Mr. Gau/s, que le nombre des 
repr&sentations est respeetivement dans ces cas, “+” ou 3.1, 

Pour dtablir le theor&me que nous allons Enoncer, et qui se rap- 
porte au cas ou J) est un nombre positif (non-quarre)*), iln’y aura rien 
ü changer aux considerations pr&cedentes, si ce n’est qu’au lieu de s’appuyer 
sur Part. 180. des Disq. arithm,, il faudra recourir & l’art. 205. du m&me 
ouvrage, Pour reunir le cas des formes proprement primitives et celui 
des formes improprement primitives dans un @nonc& commun, nous avons 
fait usage de la iettre w, par laquelle il faut entendre le nombre 1 ou ? 
selon ces deux cas, 


Theoreme Il. 


Soient ar +H2Ibry+cey, aa +2baoy+ey, .... les formes 
proprement (improprement ) primitives diff&rentes ayant l’entier positif D 
pour determinant; soit encore a un nombre positif, impair et premier a D, 
dont tous les facteurs simples f satisfont ä celle des conditions (2.), qui 
se rapporte au nombre donne D, et designons par 1 le nombre des fao- 
teurs simples inegaux de D. Celia pose, et les indetermindes x et y etant 
assujetties ü n’avoir pas de diviseur commun, je dis que les repr&sentations 
de wır par la totalit@ de ces formes, pourront toujours &tre distribudes 
en 2* groupes distinets, en comprenant dans un m&me groupe deux re» 
presentations telles que 

az +2bzy+ey=wm, ar” +2be'y'+cey"=uwm, 





*%) Les formes dont le determinant est un quarre positif, et qui se decomposent toujoure 
on deux factenrs Iindaires, ne sout pas de veritables formes quadratiques, Par cette raisow 
wons Jes exclurous toujours daus ce qui YA suivre, 
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qui se font par la m&me ferme quadratique, et dans lesquelles les valeurs 
x, y et x‘, y’ des indetermindes, sont lies entre elles par les &quations 

«= l(@ tete), yaılytHlWstby)u), 

f et u designant des entiers quelconques positifs ou negatils tels qu’on ait 
4. ?—-DuW = w. 

[On peut remarquer que cet @nonce, si Von y supprimait la 
condition que D doit ätre positif, resterait exact et comprendrait alors 
le theoreme I., avec ses deux exceptions. En effet, D dtant suppose 
negatif, l’equation (4.) n’a en general que ces deux solutions = +w, 
u=0, ce qui donne deux representations pour chaque groupe, de sorte 
que le nombre total des representations, fini dans ce cas, devient ?"*' 
comme dans le theor&me I. Il n’y a exception que lorsqu’on a ou 
D=—1, w=1; u D=—3, w=2, auxquels cas le nombre des so- 
lutions de l’&quation (4.) est respectivement 4 ou 6, ce qui s’accorde avec 
les exceptions indiquees plus haut. Mais tout en faisant remarquer ce 
que le cas de D positif et celui de D negatif ont de commun, comme 
sous d’autres rapports ces deux cas sont tres-Jifferents et doivent £tre 
traites separement, nous avons cru devoir donner deux &nonc6s distincts, 
pour pouvoir appliquer plus facilement les resultats prec@dents que nous 


aurons souvent a employer.] 


Il est facile de voir que les repr&sentations, ou ce qui est la möme 


chose, les solutions de l’Equation, 

I. a@-F2bzytcy = wm, 
qui appartiennent au m&me groupe, peuvent toujours se deduire toutes de 
P’une quelconque d’entre elles, =u, y=Y, au moyen des formules 


6. = (bat), y=-lrt+laa + by), 
en attribuant ü Z et % toutes les valeurs entieres, tant positives que ndga- 
tives, qui satisfont a l’&quation (4.). 

Nous allons faire voir maintenant qu’il existe certaines limites tres- 
simples entre lesquelles se trouve toujours comprise une de ces solutions 
en nombre infini, et entre lesquelles il ne saurait y en avoir plus d’une. 
Pour Eviter des distinctions inutiles ü notre objet, nous supposerons que 


dans chacune des formes donntes, 
ar +2biy+cey, da+bay-tecy, ... 
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les coefficients de x’ et de xy sont positifs, et que celui de y? est ne- 
gatif. On s’assure facilement de la legitimit@ de cette supposition; il suffit 
de remarquer que parmi les formes qui composent une möme classe, et 
entre lesquelles nous pouvons en choisir une a volonte, pour construire 
ce que nous avons appel& le systeme complet des formes differentes, il y 
en a toujours au moins une qui satisfait aux conditions Enoncees. En 
effet, la periode des formes r@duites qui appartiennent ä une classe don- 
nee de determinant positif, contient toujours au moins deux formes (Disq. 
arithm. art. 187.), et il est Eevident que sur deux formes contigu&s quel- 
conques de cette periode, il y en a toujours une qui est telle que 
%. “>00 FD: ie 

Ces conditions ayant lieu, il est facile de voir que parmi les solutions de 
’öquation (5.), il ne saurait y en avoir aucune pour laquelle x soit zero, 
puisquil r&sulterait de cette supposition, cy’= m, ce qui est impossible, 
e et m ayant des signes opposes. La valeur particuliere « sera done 
aussi differente de zero, et nous remarquerons que cette valeur peut tou- 
jours Ötre supposde positive. Cela resulte de ce que la solution x = u, 
v='y, qui sert de point de depart pour obtenir toutes celles qui appar- 
tiennent ü un möme groupe, peut ätre choisie a volonte dans ce groupe, 
et de ce que le groupe qui contient la solution =«, y=y, renferme 
eyidemment aussi celle-ci = —u, y=—.y, cette derniere rapportde ü 
la premiere, repondant da = —w, u=(. 

Les solutions, en nombre infini, qui forment un m@me groupe, et 
qui r&sultent des @quations (6.), peuvent se distribuer en deux groupes 
partiels dont le premier comprend toutes celles pour lesquelles on a x _>0, 
tandis que celles du second satisfont a la condition x <0O. 

Nous allons maintenant faire voir que dans le premier de ces grou- 
nes partiels, les valeurs de y s’etendent depuis — %© jusqu’ä », sans que 
ertte indeterminee puisse obtenir la m&me valeur dans deux solutions dif- 
ferentes, et que celle de ces solutions pour laquelle y a la plus petite va- 
leur positive, differente de zero, satisfait a des conditions d’inegalite tres- 
simples au moyen desquelles il est facile de la s@parer de toutes les autres, 
et de röduire chaque groupe a une representation unique, ce qui rendra 
le th&oreme HH. entierement semblable au theor&me I. qui se rapporte aux 
determinauts neygatifs. Pour remplir Vobjet que nous avons en vue, nous 
observerons quiil r&sulte de Pequation ae + 2bay+cy' = wm, mise sous 
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la forme d)a+cy)’—Dua’=wem, et de ce que wem est negatif, qu’on 
a, abstraotion faite des signes, 


ayD>ba+tey, 
et comme l’on a pareillement en vertu de l’equation (4.), 
14 u 
on conclut, en faisant toujours abstraction des signes, 
ot>(bu+tcPß)u. 


Il suit de la et de ce qu’on a suppose >60, que pour embrasser toutes 
celles des representations contenues dans les &quations (6.), pour lesquelles & 
a une valeur positive, on n’aura a faire usage que de celles des solutions 
de l’equation (4.), dans lesquelles # a le signe plus. Or, il resulte d’un 
theoreme connu que toutes les solutions qui satisfont ü cette condition, sont 
donndes par les formules 


—_ 8 (FERN «u 
= 3 \6+- 72) +(>—-vD)}; 
T f n 

= lterD)-G-EvD)) 
dans lesquelles TeU alleine les plus petits nombres positifs ( autres 
que wet 0) qui satisfont A P’equation (4.), et ol n doit ätre egal& suc- 
cessivement ü tous les entiers depuis — oo jusqu’ä ©. On aura done pour 
le groupe partiel dans lequel x est positif, en distinguant les diffErentes 
solutions de ce groupe par l’indice 2, dejüa employe dans les &quations pre« 
cedentes, 


1 1 
= —(—(ad+yo)u), Y=—Yutrlaa+yb)u,). 
En substituant les expressions de Z,, %,, la seconde de ces &quations 
deviendra 


IHN DH FEED). 

II est facile de. voir que les quantites yVD+aa+Yyb, yvvD—aa— yb, 
sont la premier positive, le second negative. Pour s’en assurer il suffira 
de faire voir que «@-+ yb est nume£riquement superieur a yYD, etale 
signe: positif. La premiere de ces assertions se prouye, en mettant l’equa- 
tion aa +2bay+eyfi=wm, sous la forme (aa+yb"—Dy=wam, 
et..en öbservant que.le. second membre est positif. Pour justifier la se- 


conde assertion, on remarquera que, puisque la valeur numerique de aa + yb 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 4. 45 
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surpasse celle de yy D, elle surpassera a fortiori celle de yb, b dtant <yD. 
De lü et de ce que «a a le signe positif, on eonclut que ua-+yb est 
egalement positif. 

Comme en vertu de ce qui pr&cede, les co@fficients qui entrent dans 


expression de y„, sont le premier positif, le second negatif, et que d’un 


aut W. .. T U N U 
autre cöte, les quantites positives m =£ vD, ZT YD, dont le pro- 


duit est 1, sont @evidemment la premiere superieure, la seconde inferieure 
a Punite, on voit sans peine que chacun des deux termes dont se com- 
pose Y„, eroit aveo lindice n. On aura donc, quel que soit cet indice, 
Yan > Ynmi 3 

ce qui prouve que, comme nous l’avons avance plus haut, l’iinddterminde 
y ne saurait obtenir deux fois la m&me valeur dans le groupe partiel ou 
a est positif, et l’on voit egalement que y doit passer du negatif au pPo- 
sitif, car on a evidemment y_„ = —x, y„=x. Pour obtenir la so- 
lution que nous avons en vue, et dans laquelle y, a la plus petite valeur 
positive, diflerente de zero, il faudra poser ces deux conditions 


u De: Se 
Si lon observe qu’en vertu des expressions de &,, Ya, Z,> U,, donnees 
plus haut, on a la relation 


1 
Yna-ı —= ®: (Yn T— (UX, + by‘) U), 


la seconde de ces conditions prendra cette autre forme 


(T—bU)y, <aUz,. 
Comme lon a T>UyD, b<yD, et par sute T—LU>0, linegalite 


preeedente est Equivalente ü celle-ci 
a U 


"Sau 


—ı 


fl rdaulte de ce qui pr&cede, que parmi les representations en nombre in- 
fini, qui forment un m&me groupe, et qui sont toutes donndes par les 


öquations (6.), il y en a toujours une qui satisfait & ces trois conditions 


U 
8. xz>0, Y>d0, STE‘ 


— 


Ces inegalit&s ont &t@ deduites de la definition de la solution parti- 
enlire que nous voulions separer de toutes les autres contenues dans le 
möme groupe quelle. D’apres oette definition, la solution dont il sagit 
devait appartenir au premier des deux groupes partiels, et rEpondre dans ce 
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groupe a la plus petite valeur positive. de y. On peut prouver rdeiproque- 
ment que toute solution pour laquelle les inegalites prec&dentes ont lieu, 
est necessairement parmi toutes les solutions dui forment avec elle une 
meme groupe total, celle a laquelle s’applique la definition precedente; il 
suffit pour cela de röpeter en sens inverse les raisonnements que nous 
venons de developper. Cela &tant, on voit que le th&or&me II, peut &tre 
remplace par un autre theor&me dont voici l’enonce. 


Theoreme III. 


Les suppositions de l’&aonce du theoreme II, etant conservees, si l’on 
ajoute que les co@flicients et lea indeterminees de la forme an’ + 2bry-+ey‘, 
doivent satisfaire aux conditions (7.) et (8.), et que l’on assuJettise toutes 
les autres formes A des conditions analogues, je dis que le nombre des 

, . - [4 “ ® $) 
representations differentes de l’entier wn, que l’on peut eflectuer au moyen 
des formes donndes, sera exprime par la puissance 7“. 


Pour rendre plus faciles les applications que nous aurons ü faire du 
theoreme pre&cedent, il conviendra de mettre sous une forme geom£trique, 
le r&sultat sur lequel ce th&eoreme est fonde. Soient a cet eflet OX, OY, 
deux axes rectangulaires des x et des y, diriges dans le sens des coordon- 
nees positives, le premier horisontalement, le second verticalement et de 
bas en haut. Les variables x et y dans l’equation aa’ + 2dbzay+cey'=wm, 
etant consideredes comme continues, cette Equation sera a une hyperbole, 
et l’on deduira facilement des conditions «> 0, db >0, e<.0, que llaxe 
des y separe l’une de l’autre, les deux branches infinies de cette courbe. 
Si done nous appellons premiere branche celle de ces deux branches in- 
finies, sur laquelle l’absceisse x est partout positive, le premier des deux 
groupes partiels pr&c&demment distinguds, repondra ü cette premiere branche, 
et linterpretation geometrique du resultat &tabli plus haut, consistera ü 
dire que parmi les solutions en nombre jnfini, qui forment le m&me groupe 
total, et qui sont toutes comprises dans les @quations (6.), il y en a tou- 
jours une, et qu'il ne saurait y en avoir plus d’une, qui soit representde 


par un point de l’arc de la premiere branche, intercepte d’une part par 


' \ , \ U 
laxe OX, et de l’autre par la droite qui a pour €quation ST 


ü quoi il faut ajouter qu’on deit toujours exelure la solution qui repond 
a Vextremite inlerieure de cet arc. 


45° 
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$. 5. 
Il nous reste une derniere question preliminaire ä resoudre, avant 

d’en venir au veritable objet de ce m&moire. Cette question consiste ü 
assigner toutes les valeurs simultandes des indetermindes x et y, qui, 
etant substitudes dans une forme donnee du determinant D, rendent cette 
forme premiere a D, et en outre impaire ou impairement paire suivant 
qu'il s’agit d’une forme proprement ou improprement primitive. Nous de- 
signons par D, la valeur numerique de D, et nous commencerons cette 
recherche par l’examen du cas ou la forme donnde appartient ü l’ordre 
proprement primitif. Ce cas se subdivise Jui möme, suivant que D est 
pair ou impair. Soit en premier lieu D impair. Les indetermindes x et 
y etant mises sous la forme 

2Dv+a, 2Dw+y, 
ou ©, w designent des entiers quelconques positifs ou negatifs, et &, Y 
sont des nombres pris un et l’autre dans la suite 

zii, 
on aura evidemment 

ac +H2bzytcey’= awW+2buy+cy (mod.2D;). 

La question proposee revient done ä voir pour lesquelles des combinai- 
sons &, ‘Y, ou plutöt, pour combien de ces combinaisons, car c’est unique- 
ment leur nombre qu’il nous importe de connaitre, le second membre est 
premier ä 2D,. Nous observerons d’abord qu’on peut, sans nuire en rien 
a la gen@ralit@ de la question, supposer l’un des co@fficients extrömes, le 
premier @ par exemple, sans diviseur commun avec ?2D,. En effet, si cette 
condition n’a pas lieu dans la forme donnee, on peut toujours transformer 
celle -ci en une autre oü elle se trouve remplie. Soit «x + 2b’x’y'’+c'y” 
la nouvelle forme &quivalente ä la premiere, et soient 


z=p=s+gy, y=r«+sy, ps—gr-=l, 
les @quations qui correspondent ä cette transformation. Si maintenant 
dans les congruences 


«=pwa+gYy, yz=zra+sy, (mod.2D,), 
l’on combine les nombres «‘, ‘’, pris Fun et lautre dans la suite 0, 1,2,.... 
2D,—1, de toutes les manieres possibles entre eux, et que l’on deter- 
mine &, y de maniere ü se trouver compris entre les mömes limites, a chaque 
combinaison «, ‘‘, il correspondra une combinaison «, ‘Y, et r&ciproque- 
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ment, comme on le voit en mettant les congruences precedentes sous 
la forme | 
W"=sa—qgy, Y=—ra+py (mod.2D,). 

De lä et de ce que l’on a Evidemment 

aa +r2bay+teY=aa”+2bau/y+cy” (mod.2D), 
on conclut que le nombre des combinaisons «, ‘, qui rendent aa’ +2bay 
+cy’, premier a 2D,, est egal ä celui des combinaisons «‘, y’ qui pro- 
duisent le möme effet sur le second membre. Cette conelusion justifiant 
l’assertion avanc&e plus haut, nous pouvons considerer a comme premier 
ä 2D,. Cela pose, pour que le triaome ua +2buay-+ ey n’ait pas de 
diviseur commun avec ?2D,, il faut et il suffit que le produit 


a(a® +2bay+eyY) = (aa+by)”’—Dy, 

jouisse de la m&me propriete, et par suite, que aua+bYy soit premier ü 
2D,, lorsque y est pair, ou que au--bYy soit pair et premier ü D,, 
lorsque Y est impair. Or, ‘y ayant une valeur determinde, celles de lex- 
pression 44 + D’y, lorsqu’on y pose successivement &=0, 1, 2, .... 2D, —1, 
coincideront, abstraction faite des multiples de 2D,, avec la möme suite. 
Tout se reduit done ä voir dans le cas de y pair, combien la suite pre- 
cedente renferme de termes premiers ä 2D,, et dans le cas de y impair, 
combien il y en a dans la m&me suite, qui jouissent de la double pro- 
priete d’ötre pairs et premiers ä D,. Si l’on designe par A le nombre 
des entiers positifs non-superieurs *) & D,, qui n’ont pas de diviseur com- 
mun avec D, le nombre des termes en question sera pour l’un et l’autre 
cas, exprime par A. Comme d’un autre cöte, Y est susceptible de 2D, 
valeurs differentes, on voit que les combinaisons &, ‘y qui donnent ä 
aa’ +2bay-+4cy, une valeur premiere 4 2D,, sont au nombre de 2D,A. 
Une discussion toute semblable &tant appliquee au cas ou D est pair, fait 
voir que le nombre des combinaisons est alors 4D,A. 


Considerons en dernier lieu le cas ou la forme donnde a.2°’-+2b zy+cy? 
appartient ä l’ordre improprement primitif. Si nous posons 44 = da’, 
4b=b‘, et comme precedemment, = 2D,v+«o, y=2D,w-+Yy, 
nous aurons 


ac t+bay+ey =aatbay+ecy (mod.2D,), 





*) Je dis a dessein non-superieurs, pour que le cas de D, =1, ne fusse pas exception. 
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et il s’agira de voir pour combien de combinaisons «a, ‘, le second membre 
est impair et premier aD,. Pour y parvenir de la maniere la plus simple, 
nous supposerons, ce qui est permis, que a‘ n’a pas de diviseur commun 
avec 2D,. Cela etant, il faut distinguer le cas ou lon a D=1, et celui 
oh D=5 (mod.8). Dans le premier de ces deux cas, il r&sulte de l’öqua- 
tion D=b’—ac—=b’—4a‘c', et de ce que 5b est impair, que c’ est pair, 
et lon voit de möme que dans le second, c‘ est impair. On conclut de lä 
que aa + day c'y ne saurait ötre impair dans le premier cas, äü 
moins que les nombres &, Y, ne soient le premier impair, le second pair, 
et dans le second cas, A moins que @, Y, ne soient ou l’un pair, l'autre 
impair, ou impairs tous les deux. Pour avoir @egard A l’autre conditiou 
d’apres laquelle «a + bay-+ c'y’ doit ätre premier ä& D,, on remar- 
quera quil faut et quil sufit, pour ‘quelle soit remplie, que le produit 
ala a +bdbayte'y) =(au+by)— Dry? jouisse de la möme propridte, 
Cela pose, si nous supposons d’abord D=1 (mod. S), il faudra, apres 
avoir attribu@ ä y une valeur determinde paire, &galer & ü chaque terme 
de la suite 1, 3, 5, +... 2 D,—1, et voir combien de fois aa+by, ou 
ce qui est la m&me chose, le reste de cette expression, pris relativement 
au diviseur D,, est premier aD,. Or il est facile de voir que les restes 
de au-+dy sont, abstraction faite de l’ordre, 0, 1, 2, .... D—1, d’oü 
l’on conclut qu’ü chaque valeur de y, il correspond un nombre A de va- 
leurs impaires de a, telles que «a +dbay-+c’y’ soit impair et premier 
AD. 1 resulte de lä et de ce que lenombre Y est lui-mäme susceptible 
de D, valeurs difl@rentes, que le nombre des combinaisons «, y qui donnent 
ä Vexpression 3(aa’ +2dbuy-+cYy’), une valeur impaire et premiere ä D, 
est egal D,A. Si nous considerons en second lieu le cas od D=5 (mod. 8), 
on trouve comme dans le cas precedent, qu'ä chaque valeur paire de Y, 
il correspond un nombre de valeurs convenables de a, Egal ü A, puisque, 
y etant pair, @ Joit Ötre impair; mais il n’en est plus de möme, lorsque 
la valeur döterminde que l’on attribue a y, est impaire, & pouvant ötre 
alors pair ou impair. Il faut dans cette derniere supposition, &galer « 
dans l’expression aua-t+dYy, ü chacun des nombres 0, 1, 2, .... 22, —1. 
Or, les valeurs de au +by, correspondantes d ces nombres, &dtant dimi- 
nudes des multiples de D,, qu’elles contiennent, coineideront evidemment 
avec la suite O, 1, 2, »... 2, —1, chacun des termes de cette suite &dtant 
suppose &erit deux fois. On conolut de la que les valeurs convenables 
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de «, qui röpondent ä une valeur impaire donnee de ‘, sont toujours au 
nombre de 24. Si l’on remarque maintenant que parmi les valeurs 
0,1,2, 2..., 2D,—1, dont Y est susceptible, il y en aD,, qui sont pai- 
res, et autant qui sont impaires, on verra que dans le cas ou l’on a 
D==5 (mod. 8), le nombre des combinaisons &, Y, qui rendent le tri- 
nome 4{a@+2day-+cY’) impair et premier ä D, est Egal ä 3D,A. 
Nous resumerons ici les resultats qui ont &t& @tablis dans ce $. 
La valeur numerique du determinant D &tant designde par D,, et A ex- 
primant le nombre de ceux des termes 1, 2, .... D,, qui n’ont pas de 
diviseur commun avee D,, les valeurs simultandes de x et de y, qui ren- 
dent une forme quelconque de ce determinant, ou la moitie de cette forme, 
lorsqu’elle appartient ä lordre improprement primitif, impaire et premiere 
a D, peuvent toujours se distribuer en syst&mes de la forme, 
—=2Drv+a, y=2Dw-+y, 
ou v et w designent des entiers indeterminds positifs ou negatifs, et @ et’ 
sont Fun et l’autre compris dans la suite O, 1; 2, .... 2D,—1; quant au 
nombre des syst@mes qui jouissent de la propridt& Enoncee, il sera, lorsqu'il 
s’agit d’une forme proprement primitive 2D,A ou 4D,A, suivant que 
est impair ou pair, et, lorsque la forme est improprement primitive, D,A 
ou 3D,A, suivant que lon a D=1, ou D=5 (mod. 8). 





Nous terminerons les preliminaires, en d&montrant le lemme qui suit. 
„Soit K= khk’'k’.... le produit des nombres premiers positifs, impairs 
et inegaux k, Kk', k', ...., et d@signons par Z un entier quelconque qui 
divire K. Posons encore 9=+1,9= +1, les signes ambigus &tant quel- 
conques et independants l’un de l’autre. Cela &tant, je dis que l’expres- 

n-1 n2—1 
sion 20? n° (+), ou le signe sommatoire s’&tend A tous les entiers n 
premiers a 2K, et compris depuis an —1 jusquä n—=8K-—1, est toujours 
egale A zero, si on n’a pas simultanement P=1, y=1, L=1." 


Designons par a l’un quelconque des nombres 1, 2, .... k—1, par 
a‘ Yun quelconque des nombres 1, 2, .... 4#—1, et ainsi de suite. Soit 
encore 5 l’un quelconque des nombres 1, 3, 5, 7. „Cela pose&, il est facile 
de voir que l’on obtiendra toutes les valeurs que 2 doit recevoir dans 
la somme precedente, en determinant pour chacune des combinaisons 
a, a’, »...5 &, lemombre n, moindre que 8K, qui satisfait aux conguenoes 
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simultandes, 
n=a (mod.k), n=a’ (mod.k‘), ....; n=b (mod, 8). 
On conclut de ces congruences 
n—t b--1 n?_1 b2—1 


=, DE, 


Si maintenant l’on forme le produit des deux dernieres de ces &quations et 
de celles des autres qui r@pondent ü ceux des nombres premiers k,k', .... 
contenus dans Z, et que l’on somme ensuite depuis a=1, a =1,..., 
jusguä a=k—1, a=k'—1l,.... et relativement a 4=1,3,5,7, la 


somme du lemme prendra la forme d’un produit, dont les facteurs sont 
b-1 bt 
a 


ACH | a’ 
outre 39° mn ® „ celles des sommes (*), >(£ 
ä des nombres premiers contenus dans L, et celles des expressions k—1, 

. ’ 
K—l,.... qui repondent aux autres nombres A, A',.... I re&sulte 


a—ı n?—1 


R Pr eur n N) * . . 
de lä que Pexpression 39° n ® (+) s’evanouit toujours, Ä moins qu’on 


); .... qui se rapportent 


wait ä la fois, d=1, n=1, L=l, ce quil s’agissait de prouver. 


$. 6. 


En passant maintenant aux questions indiqudes dans le preambule 
de ce me&moire, nous conserverons les notations dont nous avons fait usage 
dans les $$. 3., 4. et 5. Nous poserons done 

ı, DPI, me Diae2PS,, 

S” &tant toujours le plus grand quarr& qui divise D, et 

ı. P=pp'p"... 
p, pP", .... etant des nombres premiers impairs, positifs ou negatifs, 
tous differents les uns des autres. Nous poserons aussi 

3 errfenn 
r, r', r', .... designant comme plus haut, les facteurs premiers impairs 
inegaux, contenus dans S, sans l’ötre dans P. Soit encore g un nombre 
premier positif impair quelconque, contenu ni dans P ni dans R, et de- 
composons chacun de ces produits d’une maniere quelconque en deux 
facteurs, sans exelure le cas ol Fun de ces facteurs serait &gal & Punitd, 
c'est A dire, &erivons 1es deux equation 


4. P=PP,, R=RR,. 


Posons enfin 
. d=4H, m ets, darl,; yert: 
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les signes &tant quelconques et ind@pendants les uns des autres. Cela &tant 
et s designant une variable continue positive, assujetie ä rester supdrieure 
ä Punitd, nous aurons par le developpement en serie, et en ayant Ögard 
aux Equations (2.) et (3.) du $. 2., 


I 2 
1 | I q “( gl 1 
re ee“ 
au 7 
ou pour abreger, on n’a &erit dans le second membre que son terme g£- 


neral, dans lequel il faut @galer 7 successivement ü toutes les valeurs en» 




















tiöres depuis [= 0 jusqua =». 

Supposons maintenant que dans Pequation pr&c@dente, Fon mette 
pour g toutes les valeurs dont ce nombre est susceptible, c'est ü dire tous 
les nombres premiers impairs positifs, qui ne divisent pas D, et que P’on 
forme le produit de toutes ces Equations. Le produit des seconds membres 
formera une serie dont la loi est tres-facile ä reconnaitre, si Fon se rap- 
pelle que d’apres un th&or&me connu, un nombre compos& ne peut resuiter 
que d’une seule maniere, de la multiplication de facteurs simples, et que 
l’on continue en m&me temps ä avoir Egard aux iheor&mes citdes du $. 2. 


On obtient ainsi l’equation 
n—1 n?—1 1 


f z | n 
aß 1 Or ( q = ch un 
a er 
le signe de multiplication II se rapportant a toutes les valeurs de 4, pre» 
c&demment definies, et le signe sommatoire s’dtendant ä tous les entiers, 
compris depuis 2=1 jusqu’a 2= x, et qui remplissent la double condi- 
tion d’&tre impairs et premiers a D, ou plus simplement, qui sont premiers 
a 2D. Avant d’aller plus loin, nous aurions ä montrer la ne@cessit@ de la 
supposition faite plus haut, et d’apres laquelle on doit avoir s>1. On 
s’en rendra facilement compte, si l’on remarque que la serie prec&dente 
n’a une somme ind£pendante de l’arrangement de ses termes, que lorsque 
la condition s>1 a lieu, et qu'il en est de m&me du produit, dont la va- 
leur n’est egalement ind&pendant de l’ordre de ses facteurs qu’autant que 
la m&me condition est remplie. I} me semble d’autant plus inutile d’entrer 
dans de plus grands developpements ä ce sujet, que je me suis dejü expli- 
qu& avec detail sur le point en question, dans la d@monstration du thdo- 
reme sur la progression arithmetique, que jai eitee plus haut et qui est 
Crelle's Journal d. M. Bd, XIX. Hft.4. 46 
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fondee sur une @quation de möme nature, mais plus generale que la 
precedente. 

Si dans l’@quation precedente on remplace #, n respectivement par 
09, en, et que l’on change en m@me temps P, en P,, elle deviendra 


1 n—1 n?—1 


Te II en — = 3 (89) ? ( CH n m; 
1 (80) 7 en () e \ r) a 


On a encore, en y fasaut 9 =1, y„=1, P,=1, R=1, et remplacant 
s par 25, 








PeN 


ee 
Bl m 


„29 
G 


les signes de multiplication et de sommation s’etendant toujours aux va- 
leurs de g et de n, pr&c&demment delinies. Le produit des &quations (6.) 
et (7.) etant divise par l’&quation (8.), le facteur general dans le premier 


membre sera 
1 1 
n —) (1-—) 
2 1+-)1-- 


gl gt—1 gl bla 1 n 
BE. 2 Ss q 1 2 R 8 ( q9 — 1 un 
(' (96) 7 (em) ei) 4) (i a  ; +) 


Comme le numerateur de cette fraction est evidemment &quivalent ä 


gt gm g-1 gr 
(145 de ei 4) (1-3 "M* (+): 


elle pourra se mettre sous cette forme plus simple 
j g-ı yoi q N 

2 be) PIE: (EMMEN: TED 

rg (5 r) g 


gt gi—l 1 
1—(80) u RE EN 
BE (r, hr) Pr 


L’expression prec&dente presente deux cas differents, suivant que l’on a 



































gi g’—l gl gt-1 


2 ..,8 7 ) PER (4) zu sch 
Or e (3; DEZE, io +1. 
Dans le premier de ces deux eas, elle est @gale ä l’unit& et peut ätre 
omise dans le produit; dans le second, on peut lui donner cette autre forme 


g-1 g?—1 
"ui q ) 1 
N ( 














E; 

ai ye 
1-6? 7° ( q7 )— 
P,R,’q’ 
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Les doubies signes dans les valeurs b=+tl,.ce=+i, que contient l’equa- 
tion (7.), ont &t& tout A fait arbitraires jusqu’ü pr&sent. Nous supposerons 
desormais que suivant les 4 cas que le determinant D peut prösenter, et 
que nous avons deja distingues dans le $. 3. et 4., savoir: 

D=PS’, P=1 ou3 (md.4);; D=2PS’, P=1 ou 3 (mol. 4), 
ces signes seront respectivement 


9. o=1, e=1; = —l, gung o=1, e=—]; o=—l, em —l, 
gl Pi 


Cela £tant, la condition 0?’ e ° 1) —=1, coincidera avec celle des 4 con- 


ditions (2.) du $. 4., qui correspond ä chacun des 4 cas pr&cädents. En 
designant done les nombres premiers 4, positifs, impairs et non- diviseurs 
de D, qui y satisfont, par f, cette derniere lettre aura la m&me significa- 
tion que dans le $. 4., c'est a dire que l’on aura 


10. er (Dei, 


et le premier membre de l’equation dont Forigine a dt indiqude plus 


haut, sera 








le signe II s’etendant A toutes les valeurs de £ Au moyen de l’&quation 


(+2 = 142:+2° 4204 0b 


1—:z 
et en ayant egard aux Equation (2.) et (3.) du $. 2., le facteur general 
du produit pr&c@dent pourra se developper dans une serie dont le 74-1": 





terme est ” 
Ban Min 1 
u 
 \BA/GS 
Le premier terme qui repond & 7=0, fait exception ä cette loi et a l’unite 
pour valeur, Il est facile de conclure de lä, ef en ayant toujours &gard 
aux @quations eitdes du $. 2., que le produit prec@dent peut lui-me&me 
prendre la forme d’une serie, ayant pour terme gen@ral 


Fon u 
= 1 = ( ön Yu 

Ve : 
J et 


ou m designe göneralement tous les entiers positifs, impairs et premiers ü D, 


qui n’ont que des diviseurs simples f tels que la condition (10.) soit satisfaite, 
46 * 
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et ou x indique comme dans le $. 4., le nombre des diviseurs simples in- 
egaux de m, sans compter le diviseur 1. On peut remarquer que le terme 
qui repond ä m=1, ne fait pas exception ü la loi generale, l’expression 
2.32 [4 “ x , .,r, „? . 
precedente se reduisant a lunite dans ce cas. Nous avons done F’equation 











1. 24.20 
nn nun Be 
= zn: en (ent (ke) 


dans laquelle on doit @tendre les sommations ü tous les entiers 2 ou zn, 
precödemment definis, et P’on doit se rappeller que les valeurs d= +1, 
e= +1, sont celles que nous avons fixdes par les conditions (9.), tandis' que 
les signes dans les equations d= +1, = +1 restent arbitraires. 


En faisant d$=1, 9 =1, P,=1, R=1, et par sute A =P, 
l’&quation precedente, prendra la forme: 


n—1 n?—1 

2. 24.25 = 27.200). 
Ceest cette &quation particuliere qui nous servira a determiner le nombre 
des formes differentes qui repondent ü un determinant quelconque positif 
ou negatif. Il faudra dans cette recherche, traiter separement le cas ou 
D est positif et celui ou D est negatif, et subdiviser encore chacun de ces 
deux cas suivant qu'il s’agira de formes proprement ou improprement pri- 
mitives. Mais comme il y a neanmoins une partie commune ü lanalyse 
de ces quatre cas, il conviendra, pour n’avoir pas & presenter deux fois 
les m@mes considerations, que nous nous occupions d’abord de cette partie 
de la discussion, dont l’objet consiste ü voir quelle forme prend le second 
membre de l’@quation (12.), si lon y suppose s=1--p, et que l’on con- 
sidere la variable positive g comme devenant moindre que toute quantit& don- 
nee. Pour commencer eet examen par le premier des deux facteurs con- 
tenus dans le second membre, soient e, e’, e’, .... ceux des nombres 
1, 2, 3, 2... 2D,—1, qui n’ont pas de diviseur commun avec 2D,. Cela 





. “ 1 * ” 
pose, il est Evident que la somme 3 -—, » ou n ne doit recevoir que des 


valeurs positives et premieres ä 2D,, peut &tre d@composee en autant de 


sommes partielles de la forme 
1 1 








1 
er ten ra Fer ee 
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qu'il y a de termes dans la suite e, e‘, e‘‘, .... Comme, d’un autre cöte, 


on conclut facilement du resultat obtenu plus haut sur la serie (1.) du $.1., 


1 


. 1 .. 
que chacune de ces sommes partielles prend la forme „,- "£ et quiil 
1 


est d’ailleurs evident que le nombre de ces sommes partielle, ou ce qui 
revient au m&me, le nombre destermes e, e‘, e”, .... est A ou 24, selon 
que D est impair ou pair, la lettre A ayant la möme signification que dans 
le $.5., on aura selon ces deux. cas 
1 " AB. 1 

13. ut. Une 3 ou Em; 7 
la variable g Etant toujours supposee infiniment petite. Si nous consid@rons 
en second lieu lautre facteur du second membre, il est facile de voir que 
ce facteur est un cas particulier de la serie a laquelle se rapporte le troi- 


sicme des lemmes du $. 1.; il faudra, pour l’y comprendre, supposer dans 


) 


n—1 n?—1 


. u u n . 
la serie generale de ce lemme, c,=Ö6°’ € ® (#), ou c,—=0, suivant 





que n est ou n’est pas premier a2D,. Quant aux deux conditions que ce 
lemme suppose, et qui consistent 1°. en ce que c, doit @tre une fonction 
periodique de lindice n, et 2°. en ce que la somme des termes qui com- 
posent une periode, doit @tre zero, on s’assure facilement qu’elles sont 
remplies. Cela est @vident pour la premiere, et pour voir que la seconde 
a €galement lieu, il suffira de recourir au lemme qui termine le $.5., et 
de remarquer qu’on ne saurait avoir A la fos, do=1, s=1, P=+1. 
En eflet, il resulte des conditions (9.) que les &quations pr&cddentes ne 
sont compatibles entre elles, que lorsqu’on a P=1; ces dquations se 
rapportent alors au cas oü le determinant est un quarrd positid, et 
que nous avons exclu. Il resulte de ce qui precede, que la somme 


n—1 n2—1 


— — 1 P . x “ .,. 
50? 8° (>) ‚, lorsqu’on y considere la variable positive comme de- 


venant infiniment petite, converge vers une limite finie donnde par l’ex- 


pression 
n—1 ni—1 1 


14, 30” er 2), 
dans laquelle il faut supposer que les valeurs de 2 se suivent dans l’ordre 
naturel, c’est ü dire de maniere ü former une suite croissante. 

I. Revenons maintenant ü Pequation (12.), et considerons en pre- 


mier lieu le cas ou D est ndgatif de sorte ue D=—D,. Soient 
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15. an+?2baytey, datrbaytey, .... 
les formes differentes et proprement primitives de ce determinant D, for» 
mes dont je designerai le nombre par A. Cela &tant, on aura l’egalite 
Yutl 1 i 
uud. 20a (Ge 2baytory T Zwerg tee 
le second membre eontient autant de termes qu'il y a de formes (15.), 
et oü la double sommation dans. chaque terme doit s’etendre A tous les 











systemes de valeurs entieres de x et de y, comprises entre — 0 et © 
qui remplissent la double condition de n’avoir pas de diviseur commun et 
de donner ä la forme ou elles sont substitudes, une valeur premiere A2D, 
Cela resulte 1°. de ce que chacun des entiers =, contenus dans le premier 
membre, est en vertu du theoreme I. du $.4., susceptible d’etre repr6- 
sent@ de la maniere indiquee et par l’ensemble des formes (15.), autant 
de fois quil y a d’unites dans Vexpression ?7”*, et 2°. de ce que reci- 
proquement toute valeur premiere a 2D, que Pune quelconque des for» 
mes (15.), peut obtenir lorsqu’on y attribue ax et y des valeurs sans 
diviseur commun, coincide d’apres les r&sultats connus et que nous avons 
rappeles au commencement du $. eite, avec un des entiers designes par on. 


url 
Si maintenant l’on substitue l’expression de Fe donnee par l’equation 


pr@cedente, dans l’equation (12,), il . 


” 








. 1 { 
> 4.3 mm te m Zw a? +2b!’ay+cy?)* +... 
n—1 2—1 
2,13, % (3): 
n? P n‘ 


Il est facile de voir que ehacun des termes du premier membre 
peut ötre mis sous une forme plus simple, Le premier de ces termes 


est evidemment &quivalent a l’expression 


>’ > 

(ax? +2bxy+cy?)‘ ? 

oü les valeurs simultanedes de x et de y, dans la sommation double, ne 
sont plus assujeties qu’a la condition unique de rendre le trinome ou elles 


sont substitudes, impair et premier ü D, En attachant donc ce sens au 





signe &’, on aura 
1 | 1 


/ = / 
hihi En rung FW Fe tr 
n—1 dm 1 5 1 
RE ,20 6) 


n® ” 
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Il faut maintenant poser s=1-+-p, la variable positive p etant toujours 
consider6e somme infiniment petite, et voir ce que les differents termes 
du premier membre deviendront dans cette supposition. Puisque d’apres 
les resultats que nous avons &tablis dans le $. 5., les valeurs simultandes 
que Yon doit attribuer a x et y, dans chacune de ces sommes doubles, dans 
la premiere par exemple, peuvent ötre distribudes en systemes de la forme 
18. z=2Dv+e, y=2D,w-+y, 
on voit que la somme en question peut &tre decomposee en autant de 


sommes partielles qu’il y a de ces systemes, et telles que celle-ci 
Ss 1 
(ax? -+2bay- cy?)ıte ? 
ou il faut substituer pour x et y les expressions prec&dentes, et sommer 





ensuite relativement aux entiers v et ©, depuis — x jusqu’a oo. Pour 
obtenir eette somme partielle, nous chercherons l’entier qui exprime com- 
bien de fois le trinome «ax’--2dxzy--ey” dans cette somme, obtient 
une valeur qui ne surpasse pas la quantit@ positive quelconque a. Or, 
cette derniere question est evidemment identique a celle de savoir com- 
bien dans l’intrieur ou sur le contour de l’ellipse, determinee par l’Equa- 
tion ax +2bxey+cy’= 0, il y a de points dont les coordonndes 
x et y sont de la forme (18.), et si l’on observe que l’aire de cette 





. st PR YS, 7 x - “ ” 5 
ellipse est Very = 709 M la lettre 7 a la siguilication or- 
1 


dinaire, on conclura immediatement du second lemme du $. 1.*) que le 


nombre qu'il s’agit de determiner, peut @tre mis sous la forme 
n 3 
4vYD® (2 + v2 v(e) 
l’exposant constant Öd ayant une valeur quelconque comprise entre 4 et 1, 
et la fonction Y(c) restant finie quelque grande que l’on suppose la va- 


riable ©. Il resulte de lä et du premier theoreme du $. dejäa eite, que 
u ee 
4YD}’o 
conclut, en considerant que d’apres le $.5., le nombre des systemes (18.) 
et par suite celui des sommes partielles dans lesquelles la somme 


la somme partielle que nous considerons, a la valeur ‚ d’oul’on 





*) U est @vident par la nature de ce lemme, que les points places sur le contour de la 


eourbe peuvent &tre consideres A volonte comme des points ioterieurs ou comme des points ex- 
Lerieurs. On peut done aussi et Aa plus forte raison, ranger ces points en partie parmi les 
poiots Inferieurs et en partie parmi les points exierieurs, comme nous le ferons plus bas, lorsque 
nous Nous ocenperons des deferminants positifs, 
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1 
(ax? 2b ay-tcy?)'t? 
D est impair ou pair, que la somme preeedente est suiyant ces deux cas, 
nd 1 nd 1 
a Wachen x it zu 
Comme ce resultat ne contient rien qui soit particulier ä la forme 
ax +-?2bxy-ey’, et quil ne renferme que le determinant commun A 
toutes les formes (15.), on voit que le premier membre de l’&quation (17.), 
en supposant toujours e infiniment petit et en distinguant le cas de D im- 


pair et celui de D) pair, est 
hand 1 hnd 1 
2vVD’S ou vYD’%* 
Au moyen de ces expressions et des resultats (13.) et (14.), pr&c&dem- 
ment £tablis, P’equation (17.) se ehangera pour une valeur infiniment petite 
de g, dans l’&quation remarquable qui suit et oü les cas de D pair et im- 
pair sont confondus dans la m&me forme, 





= 
| 


a ete partagee, est 2D,A ou 4D,A, selon que 


u. kmZy/B 27 6° (2) - 
u u" | P/n°® 

Cette &quation est sujette d une exception qui a lieu lorsque D est —i, 
et qui est une suite de l’exception que le theoreme I. du $. 4., souffre 
dans le m@me cas, Pour retablir Vexactitude dans ce cas singulier, il faut 
doubler le second membre, comme cela resulte de l’analyse precedente, 
et comme on peut aussi le verifier « posteriori. En effet, on a dans ce 
caah=1,D=1,d= —1, e=1, P=—1; l’equation modifide comme 
on vient de le dire, deviendra donc 


a Re 
1= -(1-5+35—- 7 tee), 
ce qui est exact d’apres la serie connue de Leibnitz. 


II. Le determinant D etant toujours negatif et em outre tel que 
D=1 (mod. 4), nous supposerons que les formes (15.) sont celles de l’ordre 
improprement primitif. On aura dans cette supposition, d=1, e=1, et 
l’egalite (16.) devra &tre remplacee par celle-ci 








2url 1 1 
S my (ax? p2bxy+ecy?)' +2 (aa? +2b’ay+eiy)' Prrem 
ou la double sommation s’&tend dans chaque terme ü toutes les valeurs 
simultandes de x et du y, qui n’ont pas de diviseur commun, et qui ren- 
dent la moitie de la forme qui entre dans ce terme, premiere ü 2D, 
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La substitution de l’expression | dans l’&quation (12.) donne 
“ 1 1 
a aker 27er Fearte = WaFWer tet 
— Nils din I. 4 
ER >> n® u z (a n® 
equation de laquelle on passe, comme dans le cas dejü examine, ü cette'autre 


p , BER / 1 
20, z (ax: ++-2bxry-+cy?)’ + z (a’ a? +2b'’cy-c’y?)’ +... 


ea PIE ,2(8)%, 


le signe &‘ indiquant que dans la double sommation la moiti@ de la forme 
quadratique ne doit receyoir que des valeurs premieres ä 2D. En sup- 
posant maintenant s=1-+-_, £ €tant toujours une variable infiniment pe- 
tite et positive, on achevera la solution comme dans le cas dejä traitd, si 














lon se rappelle que d’apres ce qui a et demontr& dans le $. 5., le nombre 
des systemes de la forme 
»=2Dv+a, y=2Dw+y, 
qui rendent la moiti& d’une forme improprement primitive du determinant 
D, premiere ä 2D, est D,A ou 3D,A, suivant que lon a D=1 ou 
=5 (mod. 8). On trouve ainsi pour le nombre 4 des formes impro- 
prement primitives 


h »  D=1 (mod. 8), 


I 


2 1 

„em ale, 

21, 
53 1 

h=7-VD.: ne D=5 (mod.8). 


On doit ajouter que la seconde de ces equations est en defaut lorsqu’on 
aD=—3, comme cela resulte de lexception ü laquelle le th&oreme 1, 
du $. 4., est sujet dans le möme cas, et que pour retablir l’exactitude, 
le second membre doit &tre triple. 


If. Nous passons maintenant au cas des determinants positifs, 
c'est ä dire au cas ou lon aD=D,, et nous supposerons d’abord que 
les formes differentes (15.) appartiennent ü l’ordre proprement primitif, 
et remplissent chacune les conditions (7.) du $.4. On a alors d’apres le 


theoreme III. du $. 4. 
Yu 1 1 


m & (ax: +2bay+cy?)’ +2 (a2 +2b’0y+c'y)° Foren 
ou la double sommation dans chacun des termes du second membre doit 


Crelle's Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 4. 47 
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s’etendre ü tous les syst&mes de valeurs simultandes de x et y, premieres 
entre elles, qui donnent au trinome ou elles sont substitudes, une valeur 
premiere ä 2D et satisfont en outre aux inegalites (8.) du $. cite, lors- 
qu’il s’agit du premier terme, et ü des inegalites de forme analogue pour 
tous les autres termes. 


Comme les nombres susceptibles d’etre exprimds par une forme 
de determinant positif, peuvent ätre positifs ou negatifs, il semble d’abord 
que l’on doive ajouter encore la condition que les ind&termindes soient 
choisies de maniere a donner ä la forme quadratique une valeur positive; 
mais il est aise de voir que cette condition est deja implicitement conte- 
nue dans les pr&c@dentes. En effet, a, b, x et y etant positils, la condi- 





. T—b U B IR, 5 
tion 22 — 7; y entrainera evidemment celle-ci 
Br j 2 A 2 ‚ WRERFERER hr 
ar +2bay+ey>2-; ( T—-W—acU’) = An 


Ju 


L’expression pr&c&edente de 3 — , etant substitu&e dans l’&quation (12.), 


m 
il viendra 


1 1 1 5 











2 u .2 arlartoiy T3 m 3 werhlvar hey te 
- m P/n:" 
. . ’ 1 1 . 
On voit sans peine que le produit 2 ——.2 FESEWITTZ TILL peut £tre 


mis sous cette forme plus simple 

2 : 
(ax? +2bxy+cy:)' ? 
ou la double sommation est supposde #’etendre ä toutes les valeurs simul- 


tandes de x et y, qui rendent le trinome premier ü 2D, et en outre telles 


que Fon ait <>0, y>0, y< % AI sufüt Por de remar- 


quer que les conditions (8.) du $. 4. conservent la m&eme forme lorsqu’on 
y remplace x et y par nz et ny, n &tant positif, et qui si l’on &erit en- 
suite x et y au lieu de nx et ny‘, les nouvelles indeterminees x et y ne 
seront plus assujeties ü la condition d’ötre premieres entre elles, En atta- 
chant done au signe 3’, le sens que l’on vient de definir et en supposant, 
bien entendu, que s'il s’agit de la seconde forme, a, d dans la derniere 
des in&galit&s pr&c&dentes, doivent ötre remplacdes par a‘, b', et ainsi de 
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suite, on aura l’Equation 


9, 3 . . 


/ 
(ax? -+2bacy+ cy?) +2 (x? +2b’cy + 0y?)' +... 


BES 1 S cz — (2) 1 
=2-. € 5) 

Il sagira maintenant de voir ce que les differents termes de cette 
equation deviendront, lorsqu’apres avoir pose s=1-+-, la variable posi- 
tive g devient moindre que toute grandeur donnde. A cet effet, nous d&- 
composerons chacun des termes du premier membre, le premier 

Eine 

(ax? +2bxy+cy?)'t: 

par exemple, en autant de sommes partielles qu’il y a de systemes de la forme 
x—=2Dev+a, y=2Dw-+-Yy, qui rendent le trinome ax’ +2bxy+cy’ 
premier a 2D. Soit 

1 aU 
Z rafeypim #>0 3>0 ySroon® 
| zs=2Dr-+u, y=2Du-+y, 

l’une de ces sommes partielles, dans laquelle la sommation double relative 
av etw, doit s’etendre ü toutes les valeurs entieres depuis — © jusqu’ü x. 














Pour obtenir l’expression de cette somme, nous d@signerons par 7 une 
variable positive quelconque, et nous chercherons le nombre qui exprime 
combien de fois le trinome «ax’-+-?2dbxry-+cy” dans la double sommation 
obtient une valeur non-superieure A c. Or, d’apres la construction g&o- 
metrique indiquee dans le $. 4., la recherche dont il s’agit, revient Evi- 
demment ä la question de savoir combien dans l’interieur ou sur le con- 


tour du secteur hyperbolique, terminee d’une part par les droites, expri- 


[4 (4 . U . s 
mees par les equations y=(0, y=-—— x, et de l’autre par l’arc de la 


T—bU 
premiere branche de l’'hyperbole ayant pour Equation ux’ +2bay-+cey'=o, 
il y a de points dont les coordonn&es x et y' sont de la forme = 2Dv-+o, 
y=2Dw-+Yy; ä quoi il faut ajouter, pour &tre tout ü fait exact, quoique 
cela n’influe en rien sur le resultat definitif, que l’on doit faire abstraction 
de ceux des points en question, qui pourraient se trouver sur la partie 
du contour, formee par l’axe de x. Si l’on a recours aux coordonndes 
polaires y et ®, liees aux coordonndes rectangulaires x et y, par les &qua- 


tions e=vcosd, y=vsin®, laire du secteur sera 


on \ ep 
ı /y? = 4 
ı/v op = N brennen sinp+ c sin? p? 
47 * 
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les limites de lintegrale etant zero et l’angle aigu, dont la tangente tri- 
aU 


T—bU’ 
—— on frouvera pour laire dont il s’agit, cette expression tres-simple 


log(T+UyD). Au moyen de ce resultat et du second lemme du 


gonometrique est L’integration &tant effectude par les m&thodes 


av D 
$.1., on conclura que le nombre que nous nous &tions propos® de deter- 
miner, peut ötre mis sous la forme 


77 
syn; log(T+UVD)+ oe b(e); 
l’exposant constant 0 etant compris entre } et 1, et la fonction Y(c) restant 
finie, quelque grande que l’on suppose la variable v. Il suit de la et du 





premier des theorecmes du $. 1., que la somme partielle que ncus consi- 


.— log (T+ UvD)-; 

et comme d’apres les resultats du $.5., le nombre des sommes partielles 
contenues dans la m@me somme totale, est 4DA ou 2DA, suivant que D 
est pair ou impair, on conclura que chacun des termes du premier membre 
de l’&quation (22.) est selon ces deux eas, et pour une valeur infiniment 


petite de po, 


log T+U VD); ou log T+UYD)-. 


Si done nous designons par E le nombre des formes ifiörentes du de= 
EREEENONS D, le premier membre sera 


Zu 
nen lg T+UYD)Z, u nen log(T+UYD)- 3 
selon que D est pair ou impair. 


Comme d’un autre cöte et en vertu des resultats (13.) et (14.), Ie 
second membre est respectivement dans ces deux cas, 


derons, est 





n—1 — 


44 > . 1 4 = (? 1 
— — 2 5 — — —— —— 
5,2 TÄAR)z. Mir 2 5) 





1 
on conclura, en eflacant le facteur ,,; commun aux deux membres, 


3, kon VD__397 e° (2), 1 





loeg(T-UYD) 
equation qui convient a un determinant positif (non- quarre) quelconque, 
pair ou impair, et dans laquelle 7’ et U sont les plus petits entiers posi- 
tifs, autres que 1 et O, qui satisfont a P’equation ?—-Du=l, 
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IV. Le cas ou le determinant positif D est de la forme 4v-+1, 
et oü les formes de ce determinant, dont il s’agit de determiner le nombre 
h, sont celles de l’ordre improprement primitif, dtant entierement sem- 
blable & celui que nous venons de traiter en detail, nous nous contente- 
rons de rapporter le r&sultat qui repond ü ce cas, et qui est conteuu dans 
les &quations qui suivent 








2yYD n\ 1 kei 
* h= nrzovn2(2)z> D=1 (mod. 8), 
. 1 2vVD n\ 1 . 
"= zT FÜVD) 2(p)7> D=5 (mol.9), 


et dans lesquelles T et U designent les moindres entiers positifs, autres 
que 2 et O, qui satisfont a l’equation © — Du" =4, 

V. Nous nous oecuperons maintenant de la recherche deja indiquee 
dans le $. 3., en prouvant que les genres Enumeres d’apres les preceptes 
eonnus et que nous avons rappeles dans le $. cite, existent tous reelle- 
ment et contiennent chacun le m&me nombre de formes. Soient ü cet effet 

Be ei Dr 

les expressions qui servent ü faire cette Enumeration pour un determinant 
quelconque, soit qu’il s’agisse des formes proprement primitives, soit quiil 
s’agisse de celles qui composent l’ordre improprement primitif, lorsque ce 
dernier ordre existe pour le determinant donne. Les determinants quar- 
res etant excelus, la premiere partie de la ligne prec@dente contiendra au 
moins un terme, et il resulte de l’inspection des deux tableaux donnds 
dans le $. 3., que les expressions D, D’, D', .... qui forment cette pre- 
miere partie, sont toujours telles qu’on ait 


m—1 m?_—1i 


26. 00'060’... = 0: € 2 2). 

Nous designerons generalement par X une quelconque des expres- 
sions (25.), ou l’un quelconque des produits que Pon peut former avec 
ces expressions, en les combinant ?ü 2, 3 a3, et ainsi de suite, ou enfin 
le produit de toutes, en n’excluant que le seul produit (26.), ou autre- 


ment dit, nous designerons par X l’un quelconque des termes de l’expres- 
sion developpee 


27. [A+DAH+MAH+EN. JAH WAHNAHIN. 11-99 d 


Si nous conservons ä la lettre A la m&me signification que nous lui avons 


7 


donnee dans le $. 3., le nombre des expressions x sera ’—2. Cela 
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suppos©, nous allons faire voir que si P’on partage le nombre total A des 
formes qui r@pondent au determinant donne, en deux groupes comprenant 
respectivement #/ et IH’ formes, en rangeant dans le premier groupe, toutes 
celles qui satisfont a la condition x=1, et dans le second, celles qui 
remplissent la condition opposee x = —1, on aura toujours H— H =0, 
Pour prouver ce dont il s’agit, il suffira d’appliquer l’analyse dont nous 
avons fait usage, en partant de l’@quation (12.), ä l’&quation plus gene- 
rale (11,.), apres avoir attribu@ dans cette derniere ü 9, n, P, et R,, des 


m—Ll m?_—ı 


. .. “ r . vo. Teen m ” 
valeurs qui font colucider l’expression 9 ’ N ’ (>"-) avec celle- ci % 
2 1 


I! est facile de voir qu’en remplissant cette condition, il ne peut arriver 
qu'on ait ä la fois, st 9= 1, y=1, PRR=+1, soit 9=1, y=1, 
P,R,= +1. L’impossibilit@ du premier systeme de valeurs simultandes 
resulte de ce que x contient au moins un facteur de l’une de formes 


m—li mt—| 


co re m m A d x < 
(sel) „Aml)? 5 (2): ("); et pour que le second püt avoir lieu, il fau- 


drait que Von eüt d= ,n=&, P,R,=+P, ce qui donnerait ü x la forme 


"ri m?’—|] 


—_ 


S m ‚ 
Ö’e (*) —=PPD"...., que nous avons exclue plus haut. Il resulte 


E 


de lü que chacun des deux facteurs du second membre de l’equation (11.) 
est de m&me nature que le second facteur du second membre de l’equa- 
tion (12.), et que par consequent ces deux facteurs convergent l’un et l’autre 
vers une limite finie de la forme (14.), lorsque la variable g devient infini- 
ment petite. Pour disceuter le premier membre de l’equation (11.) dans 
la möme cireonstance, il faudra substituer a l’Egalite (16.), lorsqu'il s’agit 
d’un determinant negatif et de l’ordre proprement primitif, celle-ci 


zer 1 1 
zn —-=+2 








\ + = - rs + ..0.. 
m’ — T l(ax?+2baey+cy?) 7 (aa? +26 ay+c/y?)‘ — , 


ou l’on doit ehoisir le signe superieur ou le signe inferieur dans chacun 
des termes du second membre, suivant que la forme que ce terme con- 
tient, satisfait a la condition = 1, ou ä celle-ci x=—1, et il faudra 
faire une substitution analogue dans les trois autres cas. Cela pose, on 
voit sans peine et sans qu'il soit necessaire d’entrer dans aucun detail ä 
cet egard, que le premier membre de l’@quation (11.), en y supposaut 
toujours la variable g infiniment petite, sera, abstraction faite d’un facteur 


5 . , i : 1 
purement num£rique, et qui varie suivant les 4 cas, le produit de (T—H') 2 
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et d’une expression telle que vr a log(T+UYD) ou 


A log!(T+UYD). Or, cette derniere expression @tant manifestement 


differente de zero, il faut pour que le premier membre reste fini comme 
le second, qu’on ait HI—H'=0, ce quil s’agissait de faire voir. 

Au moyen de ce resultat, il nous sera facile de prouver que les 
formes sont egalement reparties entre les genres Enumeres d’apres les 
preceptes du $.3. Soit pour abreger Y"=xu, et designons par A,, b,, 
N;5 »... A,, les nombres des formes contenues dans les differents genres, 
ranges dans un ordre quelconque, les termes de la suite pr&c@dente qui 
repondraient ü des genres non-existants Etant supposes Egaux A zero, Si 
maintenant l’on remarque que les formes qui composent un m&me genre, 
satisfont ou tous A la condition x=1, ou tous a la condition opposde 
x== —l1, il est evident que toute @quation de la forme H— MH = 0, peut 
s’ecrire comme il suit 

38 Athtbht..th,=0, 
ou nous avons donne le signe + au premier terme, et ou le signe de 
tout autre terme est + ou —, selon que le genre auquel ce terme cor- 
respond, satisfait a la m&öme condition x=+ 1, que celui auquel se rap- 
porte A,, ou A la condition opposee. Il s’agira maintenant d’examiner com- 
bien de fois dans l’ensemble des &quations analogues A la precedente et 
dont le nombre est #—?2, comme celui des expressions X, un terme 
quelconque %,, autre que le premier, a le signe + ou le signe —...., ou 
autrement dit, combien de fois ce terme a un signe Egal ou oppose A ce= 
lui du premier terme. Soit a cet effet 
P=4u,0'=au‘, G"=u, »... | v=Bß, v=P, v'=ß", ... 
le caractere complet du genre pour lequel A, designe le nombre des for- 
mes, d, ad, @'s22..5 PB, PB, BY, o... Etant des valeurs determindes de la 
forme +1, dont les premieres satisfont a la condition uu’a” ....— 1. 
Soit de m@me 
Oma Oma, ma, ... | vb, V=b, y"=b", .... 

le caractere complet du genre auquel se rapporte %,. Cela pose, il suffit 
de se reporter ü lexpression (27.) dont le developpement doune toutes 
les expressions x, pour voir que l’exces du nombre des cas ou A, et %, 
ont le möme signe, sur celui ou ils sont pr&cedes de signes opposes, sera 
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donne par l’expression qui suit 
[+ as) + aa)... +BbI+BDN....]—aaßbe...—1. 

Or les deux earacteres complets &tant differents, on ne saurait avoir ä la 
fois aa=1, Wa—=l,...; Pßb=1, P'b’=1,....; lapremiere partie de 
Vexpression precedente a donc la valeur zero, et comme l’on evidemment 
aa.ßb....—= 1, lexces dont il s’agit a la valeur— 2, Il suit de lä que 
si lon ajoute toutes les Equations de la forme (28.), dont le nombre est 
2" —2, et l’equation evidente 


u | 
2h+ 2, +2, +t.. 42h, 2h, 


» ’ .y - h rn 
il en rösultera celle-ci 7'A, —=?%h, et par suite ==, ©e qui prouve 


que la totalit© des formes se partage Egalement entre les differents genres, 
le genre auquel se rapporte le nombre A,, ayant £te arbitrairement choisi. 

On a ainsi une d@monstration nouvelle et tres-simple de Fun des 
principaux theoremes de la theorie des formes quadratiques et qui n’avait 
te etabli Jusqu’ü present que par le concours d’un grand nombre de consi- 
dörations diverses. Voyez l’ouvrage de Mr, Gaufs, art. 252, 261 et 287, III, 

Il nous resterait maintenant a developper les theor&mes que con- 
tiennent les &quations etablies dont les 4 numeros precedents de ce $., 
et qui sont de deux especes, les uns resultant des expressions de A telles 
que nous les avons obtenues dans ce qui precede, les autres exigeant au 
eontraire que l’on eflectue prealablement les sommations indiquees dans 
ces expressions, pour que le nombre Ah se presente sous une forme pure- 
ment arithmetique. Comme les resultats dont il s’agit, sont tres nombreux 
et pour la plupart enticrement nouveaux, il sera convenable de les pre- 
senter avec quelque Eetendue. Par cette raison j’en remettrai l’exposition 
a la continuation de ces recherches, et je terminerai cette premiere partie, 
en remplissant l’engagement que jai pris dans le memoire deja eite sur 
la progression arithmetique. D’apres le $. 11. de ce memoire, il reste a 
prouver que la somme 

Z (+1 (IP CaNF 4 


dans laquelie les signes superieurs n’ont pas simultandment lieu, a une va- 
leur diflerente de zero, 

Partageons les nombres premiers positils p, p‘, pP”, .... auxquels se 
rapportent les valeurs ambigu@s de la forme +1, ü partir de la troisieme, 
en deux groupes, en comprenant dans le premier groupe tous ceux de 
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ces nombres premiers, auxquels le signe inferieur correspond, En con- 
tinuant ärepresenter par pP, p', Ps «... les nombres du premier groupe, soit 
+pp'p"....=P, le double signe restant a fixer; soient encore r, r’, r”’, .,., 
ceux du second groupe et posons rr'r''...=#R. Cela pose, i resulte 
de la signification des lettres &, £, y Y’ »-+.,; expliqude dans le $. 7. du 


memoire cite, que la somme rec etre mise sous la forme 


n—1 
Eu — 
> (41)? 41)° a. 
Si maintenant l’on suppose le signe arbitraire dans l’&quation P= +p pp". 
tellement choisi que le nombre P soit de la forme 4441 ou de la forme 


n-—1 


44-3, suivant que le signe donn& dans l’expression (+1) ° est le signe 
superieur ou inferieur, il est evident que la somme precedente coincidera 
avec celle que contient l’expression obtenue plus haut pour le nombre A 
des formes qui r&pondent au determinant D, en supposant ce determi- 
nant egal a PR’ ou a2 PR’, suivant que le signe donne dans l’expres- 


n?—1 


sion (+1) est le signe sup@rieur ou le signe inferieur. On conclut de 
lü que la somme que nous avions ü considerer, est en eflet toujours difle- 
rente de zero, puisque, s’il en dtait autrement, le nombre % se reduirait 
lui-möme a zero, ce qui est impossible, comme on le voit par la forme 
x’—Dy’, qui a lieu quel que soit le determinant D, 

Berlin ce 4. juillet 1839. 





Fautes ä corriger dans ce me@moire, 


Page 332, Iigue 20 au lieu de (?) =, lisez (2) = 
H q P 
aU 


u’ ©” I/= Sr 








Page 346, ligne 5 d’en bas, au lien de y < 





Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hft.4. 
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18. 


Wie sich entscheiden läfst, ob zwei gegebene krumme 
Flächen auf einander abwiekelbar sind oder nicht; 
nebst Bemerkungen über die Flächen von unverän- 


derlichem Krümmungsmaafse. 
(Von Hrn, Dr. Ferd. Minding zu Berlin. ) 





Die Untersuchung über die Biegung krummer Flächen führt nothwendig 
zu der Aufgabe: die Bedingungen zu finden, unter welchen eine gege- 
bene Fläche (A) als Biegung einer anderen (B) angesehen werden kann. 
Zur Lösung dieser Aufgabe braucht man nicht alle Biegungen einer jener 
Flächen zu kennen, um etwa dann zu entscheiden, ob die zweite unter 
diesen enthalten ist oder nicht; es kommt vielmehr nur darauf an, zu 
entscheiden, ob sich die Puncte von A denen von B dergestalt entspre- 
chend setzen lassen, dafs die Linear- Elemente zwischen je zwei Paaren 
unendlich naher entsprechender Puncte gleich werden; dieses aber lälst 
sich leisten mit Hülfe des schönen von @au/s in der berühmten Abhand- 
lung über krumme Flächen aufgestellten Satzes: dals bei der Biegung 
einer Fläche das Maafs der Krümmung in jedem Puncte (d. i. der Zahlen- 
werth des geometrischen Mittels aus den Krümmungen der beiden Haupt- 
schnitte in diesem Puncte) unverändert bleibt. Der dort (in $. 12.) ge- 
sebene Beweis dieses Satzes gründet sich auf den Umstand, dafs der Aus- 
druck des Krümmungsmaalses lediglich von den Coeffhicienten E, F\, @ in 
dem allgemeinen Ausdrucke des Linear-Elementes abhängt, woraus der 
Satz unmittelbar folgt, da die Werthe von E, F\, G, dem Begriffe der Bie- 
gung zufolge, durch diese nicht geändert werden können, Ungeachtet der 
Satz hiernach als bekannt vorausgesetzt werden könnte, halte ich nicht 
für überflüssig, noch einige Erläuterungen desselben mitzutheilen. 

Man kann sich zunächst von dem eben genannten Satze sehr 
leicht auf geometrischem Wege Rechenschaft geben, wenn man die Be- 
ziehung zwischen dem Flächenraume einer sphärischen Figur und dem 
Umringe ihrer Polarfigur zu Hülfe nimmt, welche bereits in der Demon- 
stratio et amplificatio nova etc. von Jacobi bei einer anderen, jedoch 
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diesem Gegenstande verwandten Untersuchung (Band 16. S. 344) so er- 
folgreich angewendet worden ist. Zu diesem Ende mufls man auf den 
Grundbegriff des Krümmungs-Maalses zurückgehen, wie er sich in den 
Disquisitiones generales circa superficies curvas aufgestellt findet. Wer- 
den nämlich die Puncte einer Kugel vom Halbmesser =1 denen einer 
krummen Fläche so entsprechend gesetzt, dafs in entsprechenden Puncten 
die Normalen beider Flächen einander parallel seien, so ist einleuchtend, 
dals jeder auf der Fläche gezeichneten Figur eine bestimmte Figur auf 
der Kugel entspricht. Sind nun «= und w‘ zwei einander entsprechende 
unendlich kleine Elemente der Fläche und der Kugel, so heifst das Ver- 


hältnils ihrer Inhalte, nämlich der Quotient — ‚ das Krümmungsmaals der 


Fläche, für irgend einen Punct des Elementes w. Dals bei der Biegung 
der Fläche der Inhalt ihres Elemeutes w ungeäudert bleibt, ist klar; man 
kann aber auch leicht zeigen, dals der Inhalt von »w’ ebenfalls nicht ge- 
ändert wird. Denkt man sich nämlich die Spitze einer nkantigen Ecke 
im Mittelpuncte einer Kugel, so schneiden die Grenzflächen der Ecke auf 
der Kugelfläche ein Vieleck « ab, dessen Polar-Vieleck ß heilsen mag; 
alsdann ist bekanntlich: Umrinug von & + Inhalt von ß = 4 Rechten, 
Wenn n grölser ist als 3, so ist die Ecke biegsam; bei der Biegung wird 
aber der Umring von «, folglich auch der Inhalt von ß nicht geündert, 
Diese Bemerkung lälst sich sofort auf die Biegung krummer Flächen an- 
wenden. Denn im allgemeinen kann ein beliebiger Punct innerhalb des 
Elementes w als Spitze einer durch dieses umliegende Element gebildeten 
Ecke von unzählig vielen Kanten vorgestellt werden, in welcher die Summe 
der Kantenwinkel, also der Umring des spbärischen Polygons &, unend- 
lich nahe vier Rechte beträgt. Alsdann ist offenbar der Umeing des vorhin 
mit w’ bezeichneten Elementes der Kugelfläche die Polarfigur zu &, weil 
die durch diesen Umring gehenden Halbmesser den im Umringe von ww ge- 
zogenen Normalen der Reihe nach parallel, oder auf den Grenzflüchen der 
Ecke w der Reihe nach senkrecht sind; da nun die Bieguug der Ecke w 
den Umring von « nicht ändert, so ändert sie auch den Inhalt von w‘ 
nicht; w. z. b, w. 


Nicht so einfach läfst sich der in Rede stehende Satz durch Rech- 
nung aus der Formel für das Linear - Element herleiten, Da jedoch ge- 


genwärtige Untersuchung wesentlich yon dieser Formel ausgeht, so darf 
48 * 
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der Zusammenhang des Satzes mit ihr nieht unbeachtet bleiben; ich gebe 
daher noch folgenden analytischen Beweis, welcher sich von dem in ge 
nannter Abhandlung über krumme Flächen geführten in so fern unterschei- 
det, als hier nur rechtwinklige Coordinaten gebraucht werden sollen. 
Es seien x, y, 3 die Coordinaten der Fläche A, x‘, y', =’ die 
ven DB, und 
l. dz=tdıe+tudy, “—=tda+udy‘, 

Indem man vorläufig annimmt, dafs A auf B abwickelbar ist, oder dafs 
sich x’, y’ durch x, y so ausdrücken lassen, wie es die Gleichung 

2. de +dy’+de = de” +dy”"+dz'” oder ds’ = ds” 
fordert, seien die Werthe der Differentiale von x’, y‘, =’ in x und y 
folgende: 

3. de =adce+tady, dy=bDdbdc+b'dy, de’ =cdce+cdy. 
Daher ist auch c=at’+bu‘, =a’t’+b’u‘, oder, wenn man folgende 
Bezeichnungen einführt: 

A=be—b'c, B=ca—ca C=ab—ab, 
so st C!’= —A, CW=—B, 4#+BPR+U= Ü(t+ti?+u”). 
Wird ferner gesetzt E=1+t, F=tu, G=1-+uw, so kommt: 
4. d®=Ed&+2Fdedy+Gdy‘. 
Auch ergiebt sich aus den Gleichungen (2.), (3.), (4.), dals 
5. «++ =E, au+bb+cl=F, "+, 
folglich 2+ RP + = EG— PF=14+P+u; und 
6. Ott +) =1+e+W. 
Man setze ferner: 
da=uadıtady, db=Pdxe+Pdy, de= ydı-y'dy, 
da’ = Wda+a'dy, dV’ = Pde+Pp'dy, de= Ydı+y'dy, 


mithin: 
d’x’ 
d’y' 


ade’ +2a' de dy+a” dy’+ad’x+ad’y, 
Pda’+2P de dy+Pp" dy’+bac+ Very: 


IN 


Da es frei steht, z’ und y’ als unabhängige Veränderliche zu betrachten, 
so setze man vorstehende Werthe von d’x’ und d’y’ gleich Null, und 
entwickele d’xz, d’y; man erhält: 
Cdx — (a Ba— bc) de + 2(a' Bd’ —b’ a‘) dx dy-+ (a PB — b’ a") dy”, 
—Cdy = (aB—bu)de+2(aß —bu) dedy+(apß"— ba')dy". 
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Ferner it Ps’ = yda +2ydedy+y"dyped’z+cd’y; oder, wenn 
man für d’x, d’y ihre vorigen Werthe setzt und folgende Abkürzungen 


einführt, 
D=4Aa+BL+Cy D=Au+BP2+CyY, D'= Aa’ +BB"LOy", 
so kommt: 
7. C@z'= Ddx’+2D'dedy+D'dy". 
Man kann aber d’z’ noch auf andere Weise ausdrücken. Denn es sei 
d’=Tdx+Udy, dW=U'dı+V'dy‘, 
so folgt: | 
8. dr’ = Tde”+H2Udedy'+V'dy”. 
Durch Vergleichung der Werthe von d’z’ aus (7.) und (8.) ergiebt sich, 


mit Rücksicht auf (3.), 
C(T’&@+2Uuab VW) —= D 
C (T’aa +U'(ab’+ab)+V'bb‘) = D' 
C(T a” +2 Va W’+V'0?) = D“ 
und hieraus folgt: 
9. ©(TV—-U WU) = DD"—-D'D‘. 
Durch Entwicklung erhält man, vermittelst der bei (7.) angegebenen 
Werthe von D, D', D', 
DD'—-D'D = (LH+BH+O)K-A— BG, 


= aa BP" Hy" Wi —PPp'—y'Yy, 

aA = (By — CB (By — CP) —(ByY— Cop), 
3 = (Ca — Ay) (Ca — Ay) — (Ca — AV), 
E = (Aß— Bu) (AP"'— Ba’) — (AP'— Bu’). 


Nimmt man von den Ausdrücken 


wo 


+0 + ec =1-+ft, 
aa+bb'4- cc = tu, 
a” + b"’ + ce”? — 1+W 


die Ableitungen nach x und nach y, so kommt: 

au +ß +ey =1T, eu +bBß +e'y uT, 

au +Hhß +ey = EL, au +b PB’ Ley uu, 

au’ +bP" Hey’ = tV, aa Hl RP" Ley’ = uV. 
Aus den beiden ersten dieser Formeln ergiebt sich durch Elimination 
ven y: Ba—AßB=(cu—e't)T; auf ähnliche Weise werden überhaupt 
folgende Gleichungen erhalten > 


NN 
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Bu — AB = (cu—c't)T, 

Bu’ — AP = (cu—c't)T, 

Bu'—AP"'= (eu—c't)V, 
aus welchen sich der Werth von © ergiebt; eben so findet man A und 8; 
es ist nämlich: A= (au— at? (TV—UD’), 

8) (bu—b'tY(TV— U’), 

g (eu— ct’ (TV—U?°), 


ABLE — ?+W (TI T, 


Ferner wird durch leichte Reductionen erhalten: 


= nn — TV_Uv: 
x dy 


2+B+C = EG—-F —=14t+W; 
DD'—D'D' = TV—UL, 


I Il 


und mithin: 


und da noch 
so folgt 


also, wegen (9.), 
C (TV—UU) = TV—UT. 
Aus (6.) und der vorstehenden € eliminirend, findet man: 
10. it Ma. Bo EN TVY/—UU 
A+r/e’+uwW)? 7 (litt +uu)? 
welche Formel den zu beweisenden Satz enthält, weil ihre beiden Glie- 
der die Krümmungsmaalse der Flächen B und A ausdrücken. 

Soll demnach die Gleichung (2.) bestehen, so muls zwischen x, y, 
x, y' die Gleichung (10.) Statt finden, aus welcher man sich nämlich z 
und z’ mittelst der Gleichungen beider Flächen, der Einfachheit wegen, 
weggeschafft vorstellen kann. 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden ; nämlich die Gleichung (10,) 
besteht entweder ?dentisch oder nicht, 

Erster Fall. 

Da in der Gleichung (10.) auf der linken Seite nur x’ und y‘, auf 
der rechten nur x und y vorkommen, so kann sie nur dann identisch be- 
stehen, wenn sowohl der Werth des links stehenden Gliedes unabhängig 
von x‘, y‘, als der des rechts stehenden unabhängig von x, y ist, also mit 
anderen Worten, wenn die Krümmungsmaalse beider Flächen unveränder- 
lich und einander gleich sind. Es soll nun gezeigt werden, dals zwei 
Flächen von unveränderlichen und beiderseits gleichen Krümmungsmaalsen 
immer auf einander abwickelbar sind. 
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Nämlich der Ausdruck des Linear - Elementes auf irgend einer krum- 
men Fläche: 
ds? = Edp’ +2 Fdpdg+@dg 
läfst sich durch schickliche Wahl der Veränderlichen p, g immer so um- 
gestalten, dafs darin E=1 und F=0 werden. Dies kann allgemein 
dadurch erreicht werden, dafs man p und 4 Polar- Coordinaten auf der 
Fläche bedeuten lälst, nämlich p die Länge einer kürzesten Linie auf der 
Fläche von einem festen Anfangspuncte A, und g den Winkel, welchen 
die Tangente an p, in A, mit einer beliebigen, der Berührungs- Ebene in 
A parallelen Anfangs- Richtung bildet. Setzt man noch @ = P’, so wird 


ds®= dp’+% dg. Nun ist aber allgemein et kdO=0, wo k das 


Krümmurgsmaafs bezeichnet; also ergiebt sich, wenn k unveränderlich, 


da noch für y=0, P=0 und = werden müssen, P=7..sinp vk, 


wie bereits im 6ten Bande dieses Journals, Seite 161, bemerkt worden 
ist. Für ein negatives k verwandelt sich dieser Ausdruck auf die allge- 
mein bekannte Art in einen byperbolischen Sinus. 


Demnach erhält man für das Linear- Element einer Fläche von un- 
veränderlichem Krümmungsmaalse (A) die Formel: 


ds’ = dp’+ (>. sin 9 vk) dq’. 
Für eine zweite Fläche von demselben unveränderlichen Krümmungs- 


maalse ergiebt sich auf gleiche Weise, wenn p’ und g‘ ähnliche Bedeu- 
tungen haben, wie p und 9, 


ds” = dp” + (> sin p’ vk) ag”, 
wobei der Mittelpunct, von welchem die durch p° bezeichneten kürze- 
sten Linien ausgehen, willkürlich bleibt. Setzt man nun >=p‘, und 


g=g'+ const., so erhält man für entsprechende Puncte gleiche Linear- 
Elemente; w. z. b. w. 


Folglich lassen sich überhaupt zwei Flächen von gleichem unver- 
änderlichem Krammungsmaalse auf einander abwickeln, und zwar auf un- 
endlich viele Arten, indem man zwei beliebige Puncte der einen zweien 
beliebigen der anderen entsprechend setzen kann, wenn nur die Längen 
kürzester Linien auf den Flächen, zwischen beiden Paaren von Puncten, 
einander gleich sind. Hieraus flielsen folgende Zusätze: 
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Jede Fläche, deren Krümmungsmaafs gleich Null, ist eine Biegung 


der Ebene; — wie bekannt. 


Jede Fläche, deren Krümmungsmaafs (A) unveränderlich und po- 


sitiv, läfst sich auf eine Kugel vom Halbmesser — abwickeln, 


Ich benutze diese Gelegenheit, um über die Flächen von unverän- 
derlichem Krümmupgsmaalse einige Bemerkungen einzuschalten. Die Auf- 
gabe, alle Flüchen genannter Art zu finden, erheischt die Integration der 

TY— UU 
(A+1? Fur)? 
2 2 d?z\2 2 z\2)2, 
ee a) 
Diese Integration ist bis jetzt, ausgenommen für k=0, nicht geleistet 
worden. Inzwischen kann, in Rücksicht auf die geometrische Bedeutung 
dieser Differential-Gleichung, die Aufstellung eines beschränkten Falles 
ihres Integrals von einigem Interesse sein; man gelangt dazu am leichte- 
sten durch Einführung von Polar -Coordinaten, 
Setzt man nämlich e=rcosy, y=rsiny, so folgt: 
dr =cos/bdre +soydy, rd) = —sind de + cos/ dy. 
Ferner sei dge = tdzs+-udy=mdr-+nd\y\, mithin 
t=mesy——siny, u=msiny + — cos/, 


und noch: 


— k, oder: 





Gleichung; 











dm=wdr+ydy, dn=yvdr+eody, 
Hieraus folgt: 
d’z=Tdr +2 Udedy+Vdy’= yudr’+2vdrdb + odV-md’r +nd’y, 
Nun ist aber 
ede+-ydy=rdr, de +d"=dr’+rdV, cdy—yde=r'd); 
woraus durch Differentiation, d’x== 0, d’y=0O gesetzt, leicht erhal- 


ten wird: 
d’r=rdy, rd’ = —2drd:L, 
Demnach ist 


” n B 
Ag = „dr +2(v— *) drdy+(e+ mr) dv, 
Vergieicht man diesen Werth von d?z mit dem vorigen; 
Tdx+2Udxzedy+Vdy’; 
so folgt, weil jener durch Einsetzung der Werthe von dr, dw, in diesen 
übergehen muls; 


TV—U: = {ug +mn— b— 2) 
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Da zugleich 1+ + =1+m’+ z ist, so verwandelt sich durch Ein- 
führung der Polar-Coordinaten r und % die Gleichung (11.) in folgende, 
in welcher m, n, i, v, eg durch die ihnen gleichgeltenden Ableitungen er- 


setzt sind: 
ed Lak 1 2) ( d?z 1 ee 
dr” \dw? Ar drdy Fr dw 


ara 


Diese ist zwar noch verwickelter als (11,), läfst aber den oben erwähn- 
ten beschränkten Fall des Integrals leichter wahrnehmen. Man setze 
nämlich 





12. — k. 





Eu constans —= 
dv FE A 


so verwandelt sich vorstehende Gleichung in folgende, worin noch zur 


. . dz\? . . ER 
Abkürzung u für () geschrieben worden ist, nämlich 











„Au h? 
dr r N 2 
dr -—=k oder m == krii+u + yp 
ee 
Diese Gleichung wird leicht integrirt; man erhält: 
h? 1 
Irur r a-- kr? ? 


wo a eine Constante; und hieraus ergiebt sich, mit Rücksicht auf die Be- 
deutung von %, ana Integral der Gleichung (12.): 
13. = hays+ YV—— — 1%) dr, 
in welchem % und «a willkürliche Constanten sind. Die hierin enthaltenen 
Flächen sind, wenn A=0, Umdrehungs- Flächen, überhaupt aber entste- 
hen sie durch Bewegung einer unveränderlichen ebenen Curve, deren Glei- 
chung erhalten wird, wenn man in vorstehende Formel db) =0O setzt, 
und z als Abscisse, r als Ordinate betrachtet. Diese Curve schneidet im 
Allgemeinen die Axe z nicht, weil für r=0 die Grölse unter dem Wur- 
zelzeichen negativ wird; Ausnahmen finden Statt, wenn A=0, und fer- 
ner, wenn zugleich 4 nicht Null, % negativ, und «=0 ist. Die Curve er- 
zeugt, die Fläche auf ähnliche Art, wie die gerade Linie die Schrauben- 
fläche, njimlich durch Drehung um die Axe z, während zugleich alle ihre 
Puncte eine mit 3 parallele gemeinsame Bewegung haben. Zur näheren 
Croite's Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 4, 49 
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Betrachtung unterscheide man zwei Fälle, je nachdem % positiv oder ne- 
gativ ist. 

A. Es sei k positiv, so kann zur Abkürzung sofort k=1 gesetzt 
werden. Da jetzt auch @ positiv sein muls, so erhält man, a? statt «u 
schreibend, aus (13.), wenn noch = + Mu _ n _- 1) gesetzt wird, 

14. dz = hdy+BRdr. 


Hieraus erhält man für das Linear - Element: - 


d?—= (R+N)dAV +2hARdr dv + (BR +H1) dr’, 
oder: 
hRdr „8 dr! 


1° = lite) Fezae 





Nun sei 
15. day + Hr == vriz: ver’+A)=y(a+A)siop, 
so verwandelt sich der Werth von ds? in 
ds’ = sinp’ dg’ + dp. 

Unter den in der Formel (14.) enthaltenen Biegungen der Kugel be- 
findet sich auch diejenige, welche bereits im 18ten Bande Seite 367 gegenw. 
Journals dargestellt worden; man erhält sie durch die Annahme A =0. 
Wird noch «=1 gesetzt, so ergiebt sich der Ausdruck der Kugel, näm- 
lich <= sinp cosg, y=sinpsing, z=cosg. Die Vergleichung dieses 
Ausdrucks mit den Formeln (15.) zeigt aber, dals die Gleichung (14.), 
wenn man den Fall A=0 ausschliefst, nur die Biegung eines gewissen 
Theils der Kugelfläche darstellt, oder um es deutlicher auszusprechen: 
wird die in (14.) enihaltene Fläche auf die Kugel abgewickelt, so bedeckt 
sie eine Zone der Kugel zwischen zwei parallelen, zu bestimmten Wer- 
then von p (p’ und z7—p’) gehörigen Kreisen. Diese Bedeckung wie- 
derholt sich unaufhörlich, indem die Fläche unzählige Windungen macht. 
Die Grenzen jener Zone findet man durch Auflösung der Gleichung R’ = 0, 
welche den kleinsten zulässigen Werth (r’) von r liefert; es ist nämlich 


"= + y(Wd@+!l+1—a)) — .. “2. —® , Man beweist leicht, dals 








immer r'”<T.a’ ist; der Werth von r wächst mithin von r’ bis « und 
nimmt dann wieder von « bis r’ ab; man erhält weiter den Werth von 
p‘ durch Einsetzung des Werthes r‘ von r in (15.). Die Curve, durch 
deren Bewegung die Fläche (14.) erzeugt wird, ist in der Gleichung 
dz=Rdr enthalten; sie besteht, genau genommen, aus unzähligen con- 
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gruenten Bogen, die einander in den Puncten, wo r=[r‘, berühren; man 
braucht aber nur einen derselben zu betrachten. Ein solcher Bogen ist 
gegen die Axe z hohl, in seinen Endpuncten, wo r—=r’, senkrecht auf z, 
und ia der Mitte, wo r =a, parallel mit z; seine Gestalt bietet übrigens 
keinen dem Anblick auffälligen Umstand dar. Er erzeugt die Fläche durch 
Drehuug um die Axe z und gleichzeitige mit x parallele Fortrückung. 





DB. Ist A negativ, so setze man k=—1, R=+ V ii nr —1); 
alsdann ergiebt sich aus (13.) 


17. dz = hdav-+Rdr. 


. hRd 
Hieraus folgt, dı tm = dt gesetzt: 
r? dr? 


u 2 2 2 
ds‘ = (v + Äh ) dt Terrier 
Führt man noch v”’= r’-+a ein, so verwandelt sich vorstehende Glei- 
chung in folgende, nämlich: 
dv? 


ds = HR) + 


Diese Gleichung entbält drei verschiedene Fälle, je nachdem A’—a positiv, 
Null oder negativ ist; ich will jedoch, die Aufzählung derselben überge- 
hend, nur die Umdrehungs - Flächen von unveränderlichem negativem 
Krümmungsmaalse hervorheben. Setzt man nämlich in vorstehenden For- 
meln A=0, so erhält man, noch +? statt @ schreibend: 


de = + (4, —1) ar. 








Nimmt man zuerst @° mit positiven Vorzeichen, und setzt #r = a Sin ® 
(ich bezeichne die hyperbolischen Functionen auf die von Hrn. Prof. Guder- 
mann in diesem Journal vorgeschlagene Art), so kommt folgender Ausdruck 
der Fläche, worin, wie gewöhnlich, r =y(z’-+y’?) gesetzt ist, nämlich: 

r=a&ind, z =/+ yvi—a 605’) dd. 

Hier muls «@° <1 sein. Die Fläche entsteht durch Drehung einer Curve, 
die aus unzähligen congruenten Bogen, etwa wie DAE, EBF, ...., be- 
steht, um die Axe zz. (Fig. 16.) 

Nimmt ‘man a° mit negativem Vorzeichen, und setzt r =aCos®, 
so kommt: 


r=a(ß0o0, z = ft ya—a’ Sin’) dd. 

Die Fläche entsteht durch Drehung einer Curve aus Bogen wie KBC. 
CDG, .... um die Axe zz. (Fig. 17.) 

49 * 
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Nimmt an a=0, und setzt — —= (05, so kommt: 
r= er , 23 =P—Tangd. 
Die Fläche entsteht durch Drehung einer Curve wie ... CBE... (Fig. 18.) 
um die Axe zz, der sich die Curve asymptotisch nähert. — Die Bogen 
dieser Curven werden der Reihe nach, von den Puncten A, B,B an 
gerechnet, dargestellt durch ®, ®, log&os®. 

Alle diese Flächen vom Krümmungsmaalse —1 müssen auf einander 
abwickelbar sein; dessenungeachtet ist es schwierig, ihre Linear - Elemente 
sümmtlich auf die Form Y(dp’-+S©inp’ dg’) zu bringen, die sich zwar 
bei der ersten leicht ergiebt, die man aber bei allen erhalten mülste, 
wenn man ihre Coordinaten durch die Längen (p) kürzester Linien aus 
einem gemeinsamen Anfangspuncte, und den die Anfangsrichtung der p be- 
stimmenden Winkel 4 ausdrücken könnte. Allein die Entwickelung end- 
licher Formeln für kürzeste Linien und deren Längen, in Coordinaten, 
führt hier auf sehr schwierige Differentialgleichungen, was nicht befrem- 
den kann, da derselbe Fall schon bei den Biegungen der Ebene der ge- 
wöhnliche ist. — Jetzt zur Haupt- Aufgabe zurück. 


Zweiter Fall. 

Die Gleichung (10.) bestehe nicht identisch, also die Krümmungs- 
maalse der Fläche A und B seien nicht unveränderlich und gleich. Man 
denke sich jetzt allgemein die Coordinaten von A durch die Hülfsgrölsen 
pP, 9%; so wie die von B durch p‘, g’ ausgedrückt, und setze, wie bisher, 
die Linear-Elemente gleich, nämlich 

18. Edp+2Fdpdg+Gdg = E’ dp” +2F'dp' dy + @ dg". 
Ferner entwickle man die Krümmungsmaaßse k=f(p,g), K"=Pdp',yg)), 
so sind f und ® bekannte Functionen, und die in (10.) enthaltene Bedin- 


nn ne pn) =PR;T). 

Soll diese Gleichung zulässig sein, so darf sie der nothwendigen Annahme, 
dafs 7, 9, p', g’ sämmtlich veränderlich sind, und dals p von 4, so wie 
p'‘ von g‘ unabhängig ist, nicht widersprechen, wie z. B. der Fall sein 
würde, wenn die eine Seite der Gleichung constant, die andere veränder- 
lich wäre. Von Fällen solcher Art abgesehen, in denen sofort die Un- 
möglichkeit der Abwickelung einer Fläche auf die andere folgt, drückt 
die Gleichung (19.) eine erste Relation zwischen den Argumenten der bei- 
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derseitigen entsprechenden Puncte aus. Um die zweite zu erhalten, vor- 
ausgesetzt dals sie vorhanden ist, differentiire man (19.); es sei 


20. dk = mdp+ndg = m’dp' +n’dg', 
in welcher Gleichung also nicht zugleich m und n, oder m’ und n‘ Null 
sein können. Es sei ferner 


21. dp = adp-+u'dg, dy = Bdp+P'dg, 
mithin auch 
22. Pai—Pu)dp=—Pdp+uadg, (PBui—Po)dg=Pdp—udg 
und 


23, m'atn'ß 


— nat mau 


m, m’ n'ß' = n, 
(Be—P’a)n‘, nB — mß' = (Ba'—P’a)ım'. 
Setzt man die Werthe von dp’, dg‘ aus (21.) in (18.), so ergiebt sich 
E@+2Foß+@ PP =E, Ea”’+rr2FWB Go P? = GG, 
Eau + Faß’ HP) -@PRP'= FE. 

Hieraus folgt zuerst wie bekannt: 

24. (E'@—FF)(ßu—P'o)” = E@— FF. 
Werden ferner vorstehende Werthe von E, @, F' in dieser Ordnung mit 
n’, m’, —?2nm multiplicirt und die Producte addirt, so kommt: 

E' (an — «' m)’ +2 F" (un —u' m) (?n— m) + G@'(Bn— P’m)’ 
—= En" —?!Fmn+ Gm, 
und diese Gleichung giebt, wegen (23.) und (24.) folgende: 
25, En' —2Fnm+ Gm’ S- E’n’? — 2 F’n’m’-+G’m’* 
EG— FF E’G'—FF' 4 

aus welcher die unbekannten Grölsen «, «'‘, ß, ß’ verschwunden sind. 
Diese Gleichung drückt, wenn sie nicht identisch besteht, die gesuchte 
zweite Relation zwischen den Argumenten entsprechender Puncte aus. 
Ueber ihre vorläufige Zulässigkeit gilt dieselbe Bemerkung, wie bei (19.). 
Man bemerke noch, dals weder der Ausdruck En’—2 Fnm-+ Gm’, noch 
der ähnliche auf der rechten Seite, jemals Null sein kann, wie leicht zu 


sehen. Es sollen nun zwei Fälle unterschieden werden, je nachdem die 
Gleichung (25.) ödentisch besteht, oder nicht. 


A. Diese Gleichung bestehe identisch, entweder unmittelbar oder 
in Folge von (19.). Multiplieirt man beide Seiten von (25.) mit denen von 
(18.), und zieht von den Producten die Quadrate beider Seiten von (20.) ab, 


Il 
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(En — F m)? dp?®+2(En— Fm)(Fn— Gm)dpdq-+-(Fn— Gm): nn 
EG—FF 


einem ähnlichen Ausdrucke in p’, g‘, E‘, n‘, etc., also auf beiden Seiten 
vollständige Quadrate; mithin nach tig der Wurzeln: 
(En — Fm) dp-+ (Fn—Gm)dgq ze (E’n'— F’m \dp’+(F' '— G’m') dg' 


so kommt 




















V(EG—FF) ee V(EG—F'F) ’ 
oder, wenn man folgende Abkürzungen einführt, nämlich: 
em n [= 4 — G 
V(EG-FF) ? VEG-RF)’ I VEC-FF 
ö E' F’ an G' 











‘= yeo-rn 1 = veo=-rBH J=VEC-rR® 

so kommt: 

26. (en—fm)dp+(fn—gm) dg= (en —f'm')dp' +(f'n— g'm')dg, 
Da die Gleichung (25.) identisch besteht, so muls vorstehende, die nie 
identisch sein kann *), die zweite der gesuchten Relationen enthalten; sie 
mufs also, mit Zuziehung der Gleichung (19.) integrabel sein. Hierzu ge- 
hört eine Bedingung, welche sich folgendermaalsen finden lälst. Nämlich 
man eliminire aus (26.) zunächst dp und dg’ vermittelst ihrer Werthe (20.) 








dk—ndgq dk—n'dg' 
dp == N dp‘ ze 4 I , 


m m 


so kommt eine Gleichung von der Form: 


Kdk—QOdyqa+0dy = 


FENG en— fm e'n’—f’m’ 


m m’ 


in welcher ist; 








’ 





0- en—2fmn-+ gm? u en’? —2f’n’m’+g'm’* 
ur m ? m 


Die Grölsen K, 0, 0‘ enthalten aulser g und g‘ auch noch p und p‘, 
welche man sich vermittelst der Werthe k= f(p,g), k=D(p’,g‘) weg- 
geschafft denken kann, so dals in obiger Differentialgleichung nur A, g, y‘ 
vorkommen. Diese Gleichung wird mithin integrabel sein, wenn folgende 
Bedingung erfüllt wird: 





‘ 


a NEE LUDER IELZER LS FE ZUL2EZENN 


dgq 





*), Sollte die Gleichung (26.) in Folge von (20.) identisch bestehen, so mülste 


en— fm ve 
ei = 


en—fm:/n—em:e'n'— f'm/:f'n"' —g'm! = m:in:m’:n' sein; also 








Irn—g ER. ent—Ifmn-+em?=0, was nicht möglich ist. 


n 











> 
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Die partiellen Ableitungen sind bier unter Voraussetzung der vorangegan- 
genen Elimination von pP und p° genommen, welchen Umstand der oben 
angebrachte Querstrich anzeigen soll. Um diese Voraussetzung zu besei- 
tigen, bemerke man, dals p’ und 4 in Q nicht vorkommen, daher man hat: 


dQ = ap +30 7, 19; 


oder für dp seinen obigen Werth setzend: 




















En m29 _„49 a 
d d d d d( 
Id=—.; —_ rag = Mary ilay. 
Daher ist 

ER er TELLER ei 

Je I. dQO _ __dg dp dO _ 

dk m "dp ’ dq ge m ’ dy rn 
Auf gleiche Weise folgt: 

FR Pe ‚a0' __,do' a 

a0’ _1 d(' Br. dg “dp 40 _.g 

7 u a 7" A m’ A Ws 


mm 4, m. =), also K=A4—-A/, 
wo A kein p‘, g', und A‘ kein vu qg enthält. Man we daher 
7 





Ferner sei zur Abkürzung 























! dK = 52 dp — dga— Bel 
+3 =dy sr 77 A dg, 
oder 
„94 _ „44 ‚da _ ‚dA 
PR BER?, Fila won 7 Zen a 

dIK=(—. I uaag)ik+ -. dg— — dg‘; 
mithin 

— mı4_, A — ‚a4 ‚a4 

ee de ET 

dq ER m ’ dg‘ "= m! . 


Demnach erhält die Gleichung (27.) folgende Gestalt: 
0 d0' ‚a4 ‚a4 Q dO dad dA 
m — —n — = le mn Si en 
m’ Er + dgq’ To im trmz ne); 
oder wenn man setzt: m) = en" — Ifnm+ gm’ = UT, und m'0' 
— en” 2fn'm'’ + g'm” Be U’, 


a(,) | 1m 

1 m’ ‚dA ‚dA‘ 1 =) dA dA 
7 Ina" rm —— N ——I = I —— — 

U dp + dg‘ dp U dp 7 ur” ur 7) Re 


Man bezeichne zur Abkürzung die eingeklammerten Ausdrücke links und 
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rechts durch 8° und 8, und setze noch Am=en—fm= TV; so kommt: 
. Bl dU dm (im dr ==) (2 dV — 4 
n.S=n.-0% m Pr cr = Mm — irrt A779 

Wird dieser Ausdruck, in welchem U= en? — Ifnm-+gm? ist, gehörig 


dm dn 


entwickelt, und dabei die Bedingung Fra beachtet, so heben sich 


alle Glieder auf, die nicht durch =? theilbar sind, und man erhält, auf 
beiden Seiten m’ weglassend, folgenden Werth: 


eye d(en— fm) _ difa—mg) 
Bun dq dp 


2. gleiche Weise ergiebt sich 5’, und die Bedingung (27.) wird mithin 
5 S_IrS —(), oder weil nach (25.) U:U’= yY(EG—FF):y(E'@—F'F') 


a 








d(en— fm) __ d(/n—m;) d(e'n' — f’m’) ze d( f'!n' — m’ g') 

98 RE RE dag’ ap 

ung V(EG-FF) VEG-FFR) ‘ 
Die Herleitung dieser Formel schlielst zwar den Fall, in welchem mn = 0, 
eigentlich aus; aber die Formel selbst erleidet dadurch keine Einschriän- 
kung. Die durch sie dargestellte Bedingung muls identisch erfüllt werden, 
entweder unmittelbar, oder in Folge von (19.), wenn die Gleichung (26.), 
mit Zuziehung von (19.), sich durch eine Gleichung zwischen p, 4 p', 4‘ 
soll integriren lassen. Da die linke Seite blols p, 4, die rechte blofls p’, g' 
enthält, und man sich p durch k und g, pP’ durch k’ und y’ ausgedrückt vor- 

















stellen kann, so sieht man, dafs diese Gleichung nur dann eine Folge der 
Gleichung k= %k‘ sein kann, wenn ihre linke Seite auf eine blofse Func- 
tion von Ä, und die rechte auf dieselbe Function von A’ zurückführbar ist. 
Besteht aber die Gleichung (28.) identisch, so ist auch (26.), mit Zuzie- 
hung von (19.), durch eine Gleichung zwischen 7, 4, p', g° mit einer will- 
kürlichen Constante integrabel. Alsdaun sind auch die Flächen auf einan- 
der abwickelbar; denn addirt man die Quadrate der Gleichungen (26.) 
und (20.), so ergiebt sich, mit Beachtung der identischen Gleichung (25.), 
die Gleichheit der Linear - Elemente (18.), wie erforderlich. Die Abwicke- 
lung ist in dem gegenwärtigen Falle auf unzählig viele Arten möglich; 
denn wegen der willkürlichen Gonstante in dem Integrale von (26.) kann 
im Allgenreinen, wenn man sich auf den Fliichen A und B zwei Curven 


gezeichnet denkt, in deren Puncten unveränderliche und beiderseits gleiche 
Krümmungsmaalse Statt finden, ein beliebiger Punet der ersten einem be- 
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liebigen der zweiten entsprechend gesetzt werden, durch welche Annahme 
dann die Constante bestimmt wird, 

Um ein Beispiel zu geben, seien die Schraubenfläche und die Um- 
drehungsfläche der Kettenlinie durch folgende Gleichungen gegeben: 


z=gc0P, Y=m 4sinp, z = bp, 
x = y'cosp, y= yg'sinp‘, (os (=) = re 


Die Gleichsetzung der Linear - Elemente giebt zunächst: 








a 2 2 % 2 g’?:dg'? 
+++ 
. .. . — l 3 . . x . 

Die Krummungsmaafse sind NZ ey und — Pr aus ihrer Gleichsetzung 
folst; 

2’ +9? g” gdq g’dg’ 

= 2. ud —= A 

b a b a 
Die Bedingung (27.) wird hier, am=0, !=0,n=1,n"—=X ve. 
b a ® 


setzt werden können, (denn es ist einleuchtend, dals man in (19.) für A 
auch irgend eine Function des Krümmungsmaalses nehmen darf): 


2 pe 
u @ 


b: a? I 





sie ist, wie man sieht, mit der vorigen Gleichung unverträglich, wenn 
nicht «=Ö, für a=b aber mit jener einerlei, nämlich 9 = gy"—.«'. 
Die Gleichung (28.) besteht alsdann identisch, indem ihre Seiten beide 
Null werden; folglich ist die Gleichung (26.) integrabel; sie ist hier: 
av ta)dp=yv(q”—a)dp, oder weil y’ = y”—u, so ist sie 
dp=+dp'; also +p'=p-- const. Folglich sind, wie schon Band 18, 
S. 365 auf andere Art bewiesen worden, die beiden oben angegebenen 
Flächen, wenn a=Db, auf einander abwickelbar, und zwar hat man für 
entsprechende Puncte: ®+g’=g” und pP=(p'+e)". 


B. Wenn die Gleichung (25.) nicht identisch besteht, so folgt auf 
dieselbe Weise, wie vorhin, die Differential- Gleichung (26.), und die Be- 
dingung der Abwickelbarkeit besteht dann darin, dafs jener vermittelst 
der endlichen Gleichungen (19.) und (25.) zwischen p, 9, p’, g’ genügt 
werden muls. Geht dieses in der That an, so sind die Flächen auf ein- 
ander abwickelbar, aber nur auf eine oder etwa einige bestimmte Weisen, 
weil die alsdann durch (19.) und (25.) gegebenen Relationen zwischen 
den Argumenten entsprechender Puncte keine willkürliche Constante ent- 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XIX. Hit. 4. 0 





Di 
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halten. Einen solchen Fall würden die Biegungen des einfachen Hyper- 
boloids darbieten, welche sich nach dem $S. 361 des 18ten Bandes ange- 
gebenen Verfahren finden lassen; ich will jedoch durch Entwickelung die- 
ser und ähnlicher Beispiele gegenwärtigen Aufsatz nicht noch verlängern. 


Die bisher entwickelten allgemeinen Formeln vereinfachen sich sehr, 
wenn man für die Hülfsgröfsen p und p’ die Krümmungsmaalse oder ir- 
gend eine Function derselben nimmt. Alsdann verwandelt sich die Glei- 
chung (19.) in p=p‘; ferner wird in (20.) m=1, m’=1,n=0, n =(0; 
mithin aus (25.): 

Be Bi 
EG—FF  E'G—FF'? 








ferner aus (26.): 
Fdap+Gdg nr Fadp+G’da' 
— V(EG— FF) "  V(EG'— FF‘) 
Man kann in diesen Formeln noch @=1, G@’=1 nehmen; alsdann sind 
4, %° Bogenlängen solcher Curven, in deren Puncten die Krümmungs- 
maalse überall gleich sind. Die vorstehenden Gleichungen werden alsdann 
E—FF=E'—FEF' ud +(Fdp+dg)=F'dp-+dg', oder wenn man 
noch mit w den Winkel bezeichnet, unter welchem die Curve von constan- 
tem » die von constantem 9 in dem zu p, g gehörigen Puncte schneidet, 
und mithin setzt: F=yE.cosw, so erhält man aus obigen Gleichungen 
vE.sinw=yE'siow' oder VE.suw.dp=yE'.sinw‘.dp 


und 














+ (VE.cosw.dp+dg) = VE'.cosw'.dp+dg'. 
Man sieht sofort, dafs diese Gleichungen nichts anderes fordern, als die 
Gleichheit der Projectionen entsprechender Linear-Elemente nach den 
Linien von constantem Krümmungsmaalse und den auf diese senkrechten 
Richtungen, wovon die Gleichheit der Linear - Elemente eine unmittelbare 
Folge ist. Diese Gleichungen liefern mithin die Bedingungen der Ab» 
wickelbarkeit in ihrer einfachsten Gestalt; nämlich wenn die erste iden- 
tisch, und die zweite integrabel ist, oder wenn die erste nicht identisch 
ist, aber der zweiten genügt, also überhaupt, wenn man beiden durch eine 
dritte Gleichung zwischen p, 9, g° genugthun kann, so sind die Flächen 
auf einander abwickelbar. Dals diese dritte Gleichung immer die Form 
+g'=g-+P haben muls, in welcher P eine Function von p, ohne g, ist, 
erhellet eben so sehr aus der Anschauung, als es sich leicht durch Rech- 
nung aus obigen Formeln nachweisen lälst, wobei ich nicht verweile. Da 
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es jedoch in den meisten Fällen grolse Schwierigkeiten finden würde, das 
Krümmungsmaals und die Bogenlänge der Curve constanten Krümmungs- 
maalses als Argumente in den Ausdruck des Linear - Elementes einzufüh- . 
ren, so schien es jedenfalls der Mühe werth, bei Aufstellung der Bedin- 
gungen der Abwickelbarkeit die Wahl der Hülfseröfsen », g auf keine Weise 
einzuschränken. Aus den in dieser Absicht oben entwickelten allgemeinen 
Formeln ergiebt sich, dafs die Frage, ob es möglich ist, zwei Flächen, 
deren Gleichungen in Coordinaten man kennt, auf einander abzuwickeln, 
sich immer obne Hülfe der Integral- Rechnung beantworten läfst; es rei- 
chen nämlich die Operationen des Differentiirens und Eliminirens zu ihrer 
Entscheidung durch Rechnung hin. Verlangt man aber die Art der Ab- 
wickelung, wenn solche möglich ist, näher zu bestimmen, oder die Re- 
lationen zwischen den Argumenten entsprechender Puncte aufzustellen, so 
sind nur in den Fällen Integrationen erforderlich, in welchen unzählige 
Arten der Abwickelung Statt finden, und mithin jene Relationen willkür- 
liche Constanten enthalten müssen. 














Verbesserungen und Zusätze im 18. Bande. 





Seite 13 am Schlusse des $.7.: statt „wie auch dnuz lies: nicht so auch dnw; diese Fune- 





tion ist =1 für k=0 wd =cooslu= für k=1. Sie verkleinert sich also 


1 
805 u 
beim Wachsen des Moduls, während z denselben Wertb bebält, d. h. es ist 


1> duu > cos!u. 


Seite 146 am Schlusse des $. 32. ist hinzuzufügen: Die sechs übrigen Formeln verwandela 
sich auf ähnliche Weise in: 

v(dn2a+k’su?a) + Yy(dn2a— k’sn?a) Y(dn?a+k’sn2a) — Y(dn2a— k’sn?a) 

=! ET ee a 


y(i--ksn2a) + y(l—ksn?2a) 
y(dn?2a-+k’so?2a) + y(dn?a—k’sn?a) V dn2a+k/sn2a) — Y(do2a—k’sn?a) 




















Ina und Bursib | —— doca = ——. rk 

ur y(l+sn2a) + y(1l— sn2a) f y(i+su2a) — y(l—sn?2a) . 
(1-+-su2a) — y(i— sn? f en? /(1— sn? 

a rd) ma Yihen2e) + Ye) 





Y(dn2a-+k’sn2a) -+y(du2a—k’su2a) Y(du2a+k/sn2a) — ; (dn2a— k'sn2a) 


Seite 155 am Ende ist hinzuzufügen: Die Formel 1. kann anch auf folgende einfachere Weise 
hergeleitet werden, Es ist 
2snasndb dnadıdb 
co(a—b) — en{fatDb) = — und 
) na ) 1 — k?sn?a su?b 
2dnadnb 
1 — k? sn?a su?b’ 





do(@a—b)+ıdn(a+-b) also 
en(a—b)— en(a+b) 
dn(@a—b)-+-du (a—+b) 


Diese Formel verwandelt sich in 1, wenn man a+Db für a und a—b für b setzt. 


I 








= sna.snb. 


Seite 171 sind die Formelo 7. und 8. nicht zu numerireo, weil sie mit den Formela 3, und 4, 


übereinstimmen, 
Seite 311 io der Formel 13.: statt el(u)i lies el(wi), 
Seite 340, Zeile 16: statt 2,m? lies 2.m?, und Zeile 19: statt 2m? .t, lies 2m}.£,. 
Seite 341, Zeile 3 von unten: statt S lies &,. 


Seite 344 ist in der untersten Formel auf der rechten Seite des = das Zeichen Y dem Aus- 


drucke vorzusetzen, 


Seite 347, Zeile 7 von unten: statt v=u lies v=u, und Zeile 3 von unten auf der rech- 


ten Seite des —= lies elu, statt elw. 


Seite 364, Zeile 6 von unten lies zweimal E/ statt X’. 
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